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LL. PYCChjAH

Metoa MHTerpupoBanus auddepeHIHatbHOro
ypaBHenus Pfaffa.

Xots Bonmpoc 06 HHTErpHpoBaHuH JHGMGhEepEeHUHaNbHOrO YPaBHEHHA
Pfaff'a:
I
m:Ekadxk:o,

1

rge X, k=1... p— nannple QyHKIUH NEPEMEHHEIX X;... Xp, HE HOB, OXHAKO
O CHX NOp HeT HauGosee MPOCTOrO METOJA ero pelienus. Merox, passu-
THIl TPYZAMM NPEHMYIIECTBEHHO HEMEIKHX MaTeMaTHKOB (*), OCHOBBLIBAETCS
Ha PaCCMOTPEHHMHM TaK HA3bIBaeMON KaHOHMuecKoH (opmel AuddepeHIHatb-
HOTO BEIDAXEHMS (» U 3aBHCHT MO3TOMy OT ee ueTHoctd. E. Cartan (%)
a7 MOMOIUIbIO Pe3yJAbTaTOB M3 TEOPHH CHMBOJMHYECKHX NH(depeHUHaNTbHEIX
BHIDAXKEHHUH METOJ IpuBeieHus THddepeHHalbHOTO BEIPaXKEeHHA @ K BHIY,
3aKAOUAlOLIEMy, BOOOIIe, HaiiMeHblIee yHcaI0 AH(depeHnHanos:

(03] :ii U{ dLl[. (a)

O71cofa BHITEKAET METON MHTErpHpPOBaHHA AH(PPepeHIHaTbHOTO YpaBHEHHS
@—=—0, He 3aBUCALIMIH OT UETHOCTH Knacca nuddepesnanbHOro BElpaKCHUS @,
E. Goursat (**) man nogoGHbIA XKe METOH, HO B €ro H3/J0XKEHHH 3Ta MBICID
NMPOBOJMTCA B TECHOH CBA3H C PACCMOTPEHHEM KaHOHHYECKOH (OpPMEL,
a caMbli METOIL HHTErpPHPOBAaHHUS TPeOyeT, KpoMe HHTErpauud, eme H
[0CTe0BaTeNbHBIX [Peo6pa30BaHHi IHPQEPEHIHAIbHOIO BbIPAXKEHHT @.
9 man B 1899 r. (**¥) B o6IHUX yepTax METOJX HHTErPDUPOBAHHUA, OCHO-
BHIBAIOIMICT HAa PAacCMOTPEHHH ,npocreiimefi* Qopmer (a) aup¢epes-
_(¥) Pfaff, Abh. d. Kon.-Preus. Akad. d. Wiss. aus dem Jahre 1814 —1815, cTp. 76 —136.
Gauss., Gotting. gelehr. Anz., 1815. Jacobi, J. Crelle, Bd. 2, 1827. Natani, J. Crelle, Bd. 58
1861. Clebsch, J. Crelle, Bde 60, 61; 1862 —1863. Hamburger, Arch. d. Math. von J. Gru-
nert, 1877. Frobenius, J. Crelle, Bd. 82, 1877. S. Lie, Ark. for Math. og Nat., 1877.
(**) E. Goursat, ,Lecons sur le probléme de Pfaff+, 1922.
(**¥) 3anuckn Hopopoccuiickoro YHupepcurera, 1899.
(¥%#%)  Sur certaines expressions différentielles et le probléeme de Pfaif*. (Ann. de I'Ec.
Norm. Sup, 1899).




6 L. Pyccoan

MaZbHOIO0 BHIPAXEHUS @; OH OT/IHYAeTCd OT YIOMHHYTHX BHIUE
meroxoB E. Cartan’a u E. Goursat'a TeMm, 4To OH npsmoi, He Tpebver
ocC/ne0BaTebHEIX NpeoOpa3oBaHHi, TaK YTO ypaBHEHHS, OIDEIeasioiiHe
nepemenusie U, u; i=1... n npocrefimeli ¢opMbl (a), yCTaHABIHBAKOTCH
HEMOCPEACTBEHHO MO KO03(P(HUHEHTaM IaHHOIO BLIPAKCHHUA ©, YETrO HEAb3d
ckasaTb npo meroxn E. Cartan’a u E. Goursat’a; makonen, on Becema
NpoCT, TaK KaK Tpe6yeT 3HaHU TOJbKO HEOOXOMHUMBEIX M JOCTATOUYHHIX
yCJOBHH MPHBOIMMOCTH BHIDAXKEHHS @ K UETHOH, HJIHM K HEUETHOH KaHO-
HU4YecKoH ¢dopmMe. f1 HaMepeH 31mech pasBUTH NPEI/IaraeMbli MHOI0 METOI.
Bce ¢opMynbl ynpolieHsl BBeIEHHEM KODHS KBAaJIPaTHOIO KOCOTO CHM-
METPHUECKOro ONpEeJeHTeNs UETHOH CTeneHH.

91 noab3yroch B MOCAEAYIONIEM HEKOTODBIMH BCIIOMOTaTeNbHBIMH (op-
MyJaMH, KOTODBHIE 1 BEIBELY MPEXKJAE BCEro.

Bce paccmaTpuBaembie QYHKIMH TPEANOIAraloTCsd KOHEYHEIMH, OTHO3HAY-
HEIMH H HENPEePHIBHEIMH B COOTBETCTBYIOIIHX 00JacCTdX 3HAYeHHH X,... X,

&

§ 1
1. Ecnu ﬂ,H(ZpCbEpEHuHaanOG Bblpameﬂne @ TPHBOIHTCH K M-4JCHHOH
0
dbopme w—z iU;du;, TaK 4tTO Xk—Vz ,dul k=1...p, TO KOCOH CHM-
Xr :
MeTpPHUYECKUH ONMpEeAEaUTEeNb CTENeHH Qrz.
() e (S}
Ax,‘,.,x’s: DT e
(78) 2. (88)
aX, 0X;
rae (ep) — - &, D =7... 8, HMELT BHI:
ne (ap) e g ; I
O antig Lo o UL
A o=l (2 s ”)‘. (ay

pree

P O X ne Koo}

2. Koco#i cuMMeTpHUECKH# ONpENeTHTENb YeTHOH cTeneHu ) 2n:

E i L) zt (s7);

Ei:i £ (rs)s. . . Z[ 2:(88):

0Xiq Xy :
rae (af);= dxla _OT,; S e R R NS S e e s
nepeMeHHbIe He3aBHCHUMEIE, M Gynxuuu X, i=1...m, k=r... s He 3aBU-
CAT OT Z,... ty, €cTh anre6panueckasi (GopMa CTENEHH 27 OTHOCHTENbHO

f,... twm. Ero xBajpaTHHIl KODeHb eCTb aiare6pauueckad (opMma CTENEHH A.




MeTon MHTErpupOBaHHs HH(dEPEHIIHATEHOTO YPABHEHHA Piaff’a i

Ecau A™ ‘" 03HauaeT CHMBOJIHUECKHH ONpeleTHTED cTeneny 27

0 0
Ecr ‘d—x_s‘ (11

Kpoviabis

OB 05010 o A am =1,
ldx, dxs )
I R e

IZe CHMBOJH |@...|Gm YK43HBAIOT, YTO COOTBETCTBYIOIMIAA napa ropH3OH-
taneli BXOIHT G,...d, Pa3, ¥ 4TO 3/IEMEHTH KaKIOH M3 HHX HE TMOXYH-
HAIOTCA KOMMYTATHBHOMY 3aKOHY, TO MOXHO M0Ka3aTb, 1UTO STOT KBaJApaTHEIH
KOpeHb HMeeT BHI: @

L' @ras 0 a
4 Y A (b)

R s pimey R B
Gpin-Cpy 1 A :

q cpmenai0 TOJBKO KPAaTKOE yKasaHHe Ha I0K43aTeNbCTBO, TaK KaK OHO
5MeMEHTapHO: MBI yOexJaeMmcs B CNpaBelTHBOCTH 5TOr0 yTBEDKICHHS
npu n=1 U JOKa3hHBAEM €TO OGIHOCTL MyTeM 3aKJAIUEHHS OT 7 K n--1.

3. Kocoil cUMMeTpPHUYECKHH OMNpeJe/IHTe1b yeTHOH CTeNMeHu 27

0 AT 0 er S Yls
0 o O Ym’r e Ym's
L Y e Yoo Ez‘ L) Ei 17, (Sr)i
1 1

m

Yigrr — Vs PitirS)ie . D ti(58):
3

1

~

rne 2m' < 2n u QyHKIHH Yie j—1...m k=r...s He 3aBHCAT OT f... lm
ecTb anrebpauueckas dbopma CTeneHH 9(n—m') OTHOCHTENBHO [i...Im

!

ecay n>m', a €ro KBaJpaTHHI KOpEHb €CTb dopma CTemeHu n-—rm.

Ugee Gy -
Ecau Al_._m,, i 03HAuaeT CHMBOJHUYECKHH ONpereNHTEND cTeneHu
on—m
[l er s Yls s
\ Ym’r O Ym’s
d 0
on Gx: i a
% e ot Fan=n—m
Xlr L Xls
0 0

bz g% e,
Kopprn o o




8 L. Pyccean

MOXKHO IIOKa3aTh, YTO 3TOT KBaJApDAaTHBIH KODEHb HMEET BHI

E 1 Aal"'”m tal tam (o

@l @yl Tt m b sty e by <7
LT

Mbr y6excnaemcs B CMPaBeAHBOCTH 3TOr0 NOMOIBI (hopMyas (b)

npH m'=1 1 noKaseIBaeM 06MIHOCTD ec NyTeM 3aKIIOYEHHA OT m' Kk m'--1.

Ecnu n—=m', paccmarpusaemuii kocoii CHMMETDHYECKHI ONpeIeNUTeNs PaBen:

er DRI Yls 2
Ym’r--~ym’s ]
4 €ro KBaJApaTHLI KOPEHb:
er Yls
- st
-
Ym’r--- Ym’s

OTOT CAyuait MOXKHO PaccMaTpUBaTh, KaK YACTHELH NpeIbIAYIIero, noaaras
B HEM 2L >, Tar xax -0l—1. Hrak, dopmyaa (c) BEpPHA 11 17 _>m'.
4. Ilycre 6ymer mano aupdepennHasbHOe BEIPaKeHue:
Q=tiw, -+ tpom,
r

o (a zk ka g 1==1...m Ll Xy...Xp— HE3aBUCHMEIE NepemMeH-
< A

HBIC, H (YHKIHH Xy t=1.00m =1, -- P HE 3aBHCAT OT ;... {y. Ecau x,
kE=1... p 0603HauuTH UPe3 Imyr, BHIPaKeHHe Q MPUMET BUI:

pPTm
Q:Ekrkdtk,
1
rae
Ty oo = Ty =0, Tm%:Eftink e N
1

Koco#i cummerpuueckui ONPEACIHTENb YETHOH CTemeHd 27 BHIA
Atm+,...zm+s (Ne 1), rae 2« 2n< p paBeH:

‘if /fl-(rr)i. 2, iit[(sr)i

tm+r...tm+J:Ax,...xs— .
m

iz’ Li(rs). .. Zi t; (55)1" ;

1

a €ro KBaﬂpaTHbII:I KODEHb HMEEeT BHUI:

et : " BN

b
il | i
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rae
0 0
ax, 0Xs a,
Ko s 50 %
i il e at o fan—rn,
i ; ! Fon sl
: 0 0
X/ 0Xs | a,
er- . Xms i
Ecnu xakoe-1u60. u3 nuddepeHnralbHblXx BbipaxeHHd w; i=1...m,
% : 0X 0X 5
HalpHMEp, , €CTb MOJMHBIH AH(P(epeHuHan, TaKk 4YTO d—x"“——Tf"’:O
B a

@, f=1...p, Toraa onpenenHTeNb A, .., H €ro KBaJpaTHHH KOPEHb
He 3aknioyarT ¢;. CUMBOJIHYeCKHe ompenenurean A7 “" He 3aK/I0YaloT
rnapel TOPH30HTANeMH:

0wt 0
0x, 0% :
= [N O

" g;=0.
Ecan m=1 u w;= o, xBagpaTHHH# KODEHb KOCOTO CHMMETDHYECKOTO
onpenenutens creneHu 2n, roe 2 2np

(re)... (81
(F8 ) - (85)
UMEET BHUJ:
T AR
+—| ox, Ix; (by)
n! n ;
R

Ecnu muddeperuyanbHoe BEIpaKeHHE o NPUBOIHTCA K /- YWIEHHOH (opMe:

n

0 — ZiUidu,-,

i

TaK UTO
(rr)...(si’) _f/d(lh-'-urz U1--»Un)\‘2
LR e o) O
(rs)...(ss) () :
{dopmyna (a)), TO
0 0 -
I it i i Wi ol
Lo B n| =4 (10(%___;&) g (by)

e, (I



10 ¥ L. Pyccean

5. Kocoft cuMMeTpHuEeCKHi ONpeneaHTe b CTENEeHH 2n, tae 2m <L 28 L

= S ST S

Lp-+m, Abtyx,...x, AMDDEpEHIHATBHOTO BBIDAXKEHHS Q HMeeT Byl

DI 0 X, S
0. 0 X e K ‘
Atl"'!mxr""“‘sz = Ao Xy Eltz(l’f)[...Eit;‘(Sr)i
7 5

m m
— Xig - - — Xoms El't[(r5>i...25fi(55)i 5
1 1

a ero KBaIpaTHHA KOPeHb 10 Gopmyae (¢) Npu m = m’, V=X i=l..m
E=1%p sun;
l Q..o O ay am
iE all...am!Ar...smtx b (cy)
rue
Xlr ---Xls
er --Xms
e
o T i, X, ay a1—+-...+am=n_nz
s X K pude Ll o5 D
=N
‘d,tr d)(.', O
er«--Xms

Ecti m=1 u o, = © xBagpaTHbli KOPEHb KOCOTO CHMMETPHUECKOTO
onpegenurens crenenu 21, rae 2L 2n<Lp-1,

05 a5
|
‘nX,(rr)...(sr)

Sel

HUMEET BUI,
IX,... X |
S |
e 0 G : (c2)
iz Ulfdx, 0xs |ln—1
e x

Ecnw @, =0, u 0,=du,...0n —=dun_1, TaK u10

Q = tlw ‘:‘_ tgdul +' % '_,_ tmdum‘l

B it
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TO KOCOH CHMMETpPHYECKUH onmpenenuTens 4dy. ¢, x,..

2m <L 2n < p-+m, umeer BHL:

AN ETO KBaApaTHHﬁ KOpeHb MMEET BUA:

(n—m)!

L —

X,
ou,
0%,

aum—l dum—l

X%
0

%y

X

i
il g
0x, oy
au;n—l hoat 0um~1
ox, 0Xs
Sy« E(sr)
s i tss)
Xs
ou,
0X;
0X;
i
ox; n—m
Xs

CTENIEHH

1

In, ©IE

ecau ans yno6eTea f...L, O3HAYeHH uepes ffy...Zn 1. Takum oGpasom
KBaJAPaTHEIH KOPEHb KOCOrO CHMMETPHYECKOIO ONpEJeNHTENs CTeneHd 27,

rae 2m< 20 p+m,

0,

aum——l
b

dum —1
0x;s

AR

ou, o

0x, 0Xs
0um-1 "aumfl

ax.. - 0%
s L (rr) E(sr)
» £(rs) 1 (ss)
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LL. Pycceau
HMEET BHI:
; ORI
ou, 0y el
ox, 0xs
j:“IT Ol ) O s (c.)
Lom L e T :
L e
aiy 0Xs |p—m
Xr oo XS

6. Ecin nudepeHUHanbHOE BEIDaXKEHHE © NPHBOIMUTCH K /2-UJeHHOMH
dopme:

CO——Z”I' Uidll,',

TaK 4TO NH((PEPeHIHATbHOE BbIPaXKEHHE:

Q=twl-t, diy -ttt dity
L ]
IIDUBOIUTCA K BHLY:

Q= U, +t)diy 4 - U1+ b3} it 1+ tUnti - - - Ui,
TOrza no gopmy.ae (a):

4 R e B b B R
theoidm 1 Eia i d(ffl...tm_l, Xrw o X5 ) v
HJIH
. _(d(ul...un, tU,,,l...tUn>2
tfl...tm_lx,...xs—\ i d(txr__‘xs) "
a €ro KBaJpaTHHH KODEHb DaBeH:
At ooty T, & EU)
= O
M3 cpaBHeHHS 060MX BRIpaMKeHHI ero CIeyeT, 4YTo
Bes ek K g o
Ou,  ou
0x, OXy
e B s e Legs
G| Yt Oy | O W)
R 0X; i T
d ’ « s . d
0%, 0Xs ‘n—m
Rth sy a4 &
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Ecau B uactHoM cayuae U; =1, Tak 4ro auddepeHuHaJbHOE BHIPa-

n

KEeHHe @ MPHBOJMUTCA K n-uleHHoH ¢opme du1+2ij du;, TOTAa TpH
2

m =1 noayuyaem, 4TO

A i
1 0 0 Oy U k)
(m=-1)t 2% 0% T e oo 58 ()
P% P% n—1

7. MB paccMoTpHM €we OXHMH cayyail. [Tyctsb

Q—tw - t,du,+ - + tn1ditm 1 taf,

roe (YHKUMH U ...Um—1, [, HE 3aBHCAT OT &, £ ...Im, H m_>1. Kocoi
CHMMETpHUYECKHIl ONpefeauTenb cTenenu 2n -2, rae 2 (m— DL 2n4-2K
Lp-t+m-+1, Baga Af;...lnX, ... Xs €CTB

0, B s 0, 0, D, SRS TA .
ou, ou,
0, 055 0, 0, B e
Ol 1 Olm—1
0 0 0, 0, o bt o
of of
Oy O . e 0, 0, 7().2; A d—x;
(A el - (Of
. 78 T 5 BB e 2052
o, Q00 0 :
_Xs_— dxs"‘——w—*a’z’ f(r‘S)... ,t(SS) 3
a ero KBaJapaTHbIH KOPEHb ecTb:
Xppie Xs
1 B R S
i (n—m)! 0x, Oy

0%, 05
af of
b (6%
17} 0
ox, oxs |\n—m
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TAK 4TO KBaJPATHHA KOPEHb KOCOro CHMMETDHUECKOTO ONMPENeHTe s cTe-
nenu 2n--2, rae 2(m-+1)<L2n+2<Lp+m-+1:

0, et 0, e
dx, X5
0, 0 0, : O . Ou
o.x, 0Xs
duﬂl—l dllm_1
a, 0 0, 0, e
O, O, 0’ Ov Xr Xs
df dlll dum_l
b 0, T ox, =Xy, (Yoo Lsr)
of ou, Ol
T n g A U i)
©CTh:
of of
1 o0x, 0%
— ou, ou,
dxr 0x;

a.x;, i 0X; : (c)
X X
LT ey
ox, 0x;. in—m
P

Ecniu B yactHoM cayyae aup@epeHUHaNbHOE BLIPAXKEHHE @ TPHBO-

n

JATCA K n-unenHolt dopme a):EiUidui, TaK 4TO AU bepeHIHaNbHOE BEL-
1

‘paxenue Q nosayuaer BUIL 7 -+ l-uwieHHOH ¢GopMBI:

OB e e B VO U i L
gt

‘TOrAa KBaAPAaTHHIH KODEHb KOCOTLO CHMMETPHYECKOrO OMpPEHeIUTes
Att,...tyyx,...x, CTEICHH 271-}-2 uMeeT mo dopmyse (a) emre BUA:

+a(f uy---Up, tUl_%_tlv"'y tUm-1+tm—la lLUm,---,'tU/n tri)-
) QUL by B ) ’

H/IH BHI:
: O(fs the--oy Uny tUnm, ..., tUn
o Al Keirey Ko
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CpaBuuBas 06a BHpaXKEHUs 3TOrO KBAaJPAaTHOIO KODHH, MOJYyYdeM, YTO

B0 A
(n—m)l| dx, 0xs
du, ou,
D 0%,
Buth Bin T Ol ity o g Do aa s L‘U,,)_ ©
0x, 0% = 0 (L5 6ren o Ks)
Xr X
0 0
0%, 8. 0Xs |n— m
MRS Rl ]

Ecan B uacTHOM cayuae U; =1, Tak uto auddepeHUHaJbHOE BhIpa-

n

XeHHe o MPUBOTUTCS K A-wIeHHOH dopMe du, |- Ej. U;.du;, To npu m—=—1
2

NOJyuYHM, 4HTO

1 il g i
(= Tl e e ;
Xr... XS o d(,f! ul..-un, uz.--Ufz) f
0 0 e P B . (&)
o, sz n—1
X e

8. CucremMa p--1 ypaBHeHHMH B mOJHHEX AHb(depeHuHanax:

C():deXI—T(" 2 ’—erpde:O,
(1) L L (pl)dy =0,

(Ip)dx,+--- +(pp) dxp, =0,
YCTaHOB/IEHHAd A AHP(QEepPEeHIHaNbHOrO BBIPAKEHHS @, BCerna CMOJHA
uaTerpupyema (Frobenius, L. c.).

Jlnsa nuddepeHunaNnbHOrO BEHIPaXeHHs:

S) === tlcul —%_ Erio + tmwm,

P
rne wi:EkXikdxk, fe= b vungs Wi bymuaugew 26 t==T" 1 T R =17 "]
£
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HE 3aBHCAT OT [y...ln, 3Ta CHCTEMa HMEET BH.I:

Q=to,+ - +tmon=0,

gl =000 . S @m0
— Xdty— = Xmdtn+ X 1t(11)idx,+ -+ N 1£:(pl)idx, =0,
2L 1
m m
— Xipllty— - — Xmplitm—+ X i :(1p)idt, + -+ + ¥ it pp)idx, =0.
el 1

[lepsoe ypaBHEeHHE eCTb CJAEACTBHE OCTaNbHEIX:

Xy dx,+ -+ Xpdxp =0,
Xm@xy -+ = Xmplxtp =0, (2)
m : m
— Xy dty— -+ — X, dtn—+ Dt (11)idx, 4 - 4 Nut(pl)dx, =0,
1 1
— Xnpdty — -+ — Xppdtn Z‘ t(1p)idx, -+ + El ti(pp)pdxp, =0,
31 1§
NPEACTABASIOMINX CMI0/JHA HHTEPIPHPYEMYIO CHCTEMY.
Ins puddepeHIHaTbHOTO BHPaXKEHH:
Q=tw-t+tdu -+ - -ty sdum 4
3Ta MOCJAENHSS CHCTEMa HMEeT BHJI:
@0 =X dx, -} - - Xoda, =0, i
dg,—=00. iy 4—=0, s
ou Ot
—-det—aidtl—— e la’z‘,,,_l.+t(11) dx, - - #(pl)dx, =0,
B LR s E(1p) dx, -1 -+ L #(pp) dxy —0
14 Tt 0x, m—1"] i a P 2
52
Heobxonumoe u noctatouHoe ycaoBue pas foro, yTOOB AHb(depeH-
P

UHANBHOE BHIpaXKEHHE co=2kadxk NIDHBOJHJIOCh K n-WIEHHOH KaHOHH-
1




Meron uuTerpuposanus nrddepenunrasbHoro ypasnenus Pfaff'a i1

yeckolt dopme getHOH (¥), uau x HeweTHOH (*¥), COCTOUT B TOM, UTOOH! HaHBHIC-
masi CTeNeHb OTJAMYHBIX OT HYJIS IVIABHBIX MHHOPOB KOCBHIX CHMMETPHUECKHX
onpenenurene:

et X i 1
A |—% DD 4 (' ?-.'.(-p.)
(1) ) (19).- - (op)

6bl1a omHAa U Ta Ke 27, WIM OBLIJIa COOTBETCTBeHHO 27, 2n— 2.
Ecnu puddepennuanbHoe BhIpaXKeHHe 0 NPHBOAHUTCA K A-UJICHHOH
YETHO! KaHOHMYecKo# Qopme:

w:Ef U,du;
1
H €cJi4, HanpuMmep:
FA11Y s (28 1)
4 i R
(12n)...(2n2n)

T0 (QYHKUHS Un(m=1...n) onperensercs MO VYK€ ONPEIETCHHBEIM
(OYyHKUMAM &y ...Hn—1, KAaK NPOU3BOIBHOE HE3aBHCHMOE OT IIOCAENHHX pe-
II€HHE MOJHOH CHCTEMbI JUHEHHBIX Au(pQEepeHuHaIbHEIX yDaBHEHH:

il Bt s S g

e 0Xon 0x, 0Xon OXzpig ‘

X (D ... Cely =0, 001) ... 3sl) Gntel} | =9 o=1 perin

........ 5 R e I
X (120) .. @n2m)| | (120) ... (2n2n) (2n-0 2n)

R R
dxl dx;gn

on;
d—xi (el il

)
ax

f (12n) ... (2n2n)

(Hamburger, 1. c., crp. 202—203).
Juddepenunanpaoe BblpaxeHue
Q=tw ~+  +twon (§ 1)

BCErja YeTHOTO K/acca, TaKk KaK B 3TOM cayuae onpeznenutend 4, u 4
HMEIT BHL:

n

(-,;;) o= Zi Ui dlll-.

1
n
(%) o= dn, -+ 2}' Ujd .
2

Beprwumetin. Haykosi sanucku, suil, II 4

RSN T WL s T ATy

‘I ¥
1 L',SH BRI RE HEY HoRe '_l
o 60 %1 §

s 1 jim Ry
L R

L R = TR U
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m m
0° 5 pnss Qs S ladn 5 MK
1 it
0 0, Ko e di
0 : 0, Xml me
A1: m m m
_ZitiXii Eo Ath Ei l}(ll)l e Etf,(p]),
1 1 1
. m 3 m m 3
— NitiXa - — Xpp Dpte(1p)i... Diti(pp)i
1 ik 1
e o e
0 O, Xml .. me
; = -
A== ~_‘/Y'll"'_‘}(ml‘: Eltl(ll)z.zltl(pl)l
i 1
—X1p i~ Xmpy Ei t(1p): . -‘2‘ L(pp)i|
1 1

OTKyZa H CNEAYEeT YyTBEPXIECHHE.

Heo6xonuMoe u mocTaTouHoe YycnoBHe, 4TOOH auddepeHnuasprHoe
BHIpaxkeHue 2 OBLIO Kaacca 27, COCTOHT, MOSTOMY, B TOM, 4TOObI Hai-
BHICIIAs CTEIEHB OTJAHYHBIX OT HYJS I'VIABHBIX MHHODOB KOCOrO CHMMETpH-
yeckoro onpenenutenss A Obia paeHa 2n. Eeam nuddepennuanbHble BH-
paxeBuss @; i=1...m JIUHEHHO HE3aBHCHUMEI, TaK 4TO, 10 KPaHHEN Mepe,
OIHH H3 TJIaBHBIX MHHODOB CTENEHH 2m BHIA:

O e O, )(1)‘ e XIS
QT o) Aoy L X
m m Xlr---Xls 2
—Xip oK D) gl =, . . ..
3 x i ey, O

. o el e . . . . . e . . .

— Xis ... — Xs, éz’ Lrs)i. .. i" t; (s8);
1 I

OTJIHYEH OT Hyad, TO 21 >2m. [lanee, ecau 2¢ €CThb HAHUBHICIIAS CTENEHb
OT/IIMYHBIX OT HYJ{ I'MIaBHBIX MHHOPOB onpeaenutens 4 ykasaHHOro BUIA, T. €.
3aK/IIOUAIOIIMX 3JEMEHTH ero /m IepBHIX TOpuU30HTadell (M KOJNOHH), TO
2n=2q. B camoM gene, Te TJaBHbIE MHMHODH CTENEHH 2g -+ 2, KOTOPHIX
MaTpHCcCchl 06pasyroTcs NpHCOeIHHEHHEM K 3J1eMEHTaM OJHOT'O H3 BhIIIEYNOMS-
HYTBIX OTVIHYHBIX OT HY/IS IMIABHBIX MHHODOB CTEIEHH 2¢ 37IEMEHTOB OCTa/NbHEIX
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ropusonTajnefi W KOJOHH, PaBHBI TOXJECTBEHHO HY/II0. IJTOrO Ke 10CTa-
touno (Frobenius, 1. ¢.), 4TOGb GELIM TOXJAECTBEHHO PAaBHBEI HYJIO BCE
muHOpHl crenenn 2¢-+1 ompepenutena 4. Ilostomy 2n=2q. Orciona
CHOBA CJENyeT, 4YTO Heo6XOAMMOE M JOCTATOYHOE YCJ0BHE, 4TOOH AH(de-
pEeHUHaNbHOe BhHpaXeHue £, B KOTOPOM ®; i==1...m TMHEHHO HE3aBHCUMBHI,
6blI0 KJMacca 27, COCTOUT B TOM, 4TOOBl Oblja paBHA 2x7 HAHBBHICIIAS CTe-
neHb OTJAMYHBIX OT HYJS TOJBKO T€X IVIaBHBIX MHUHODOB omnpejenutens 4,
KOTODHIE 3aKJIOYAlOT 3JIEMEHTHl €ro /7 INePBBIX TOPU3OHTaNeH (U KOJIOHH),
T. €. TMIaBHBIX MHHODOB BHIa:

0 . O Xlr ---XIS

m
ity spevg=| — Xir -+ — Xy Dptrr)ie.. Dti(sr);
1

1

e Xls oo ““‘X,m_g, éi t[(rS)j. F gi i (SS);‘
il il

MOXKHO pPacCMaTpPUBATh BMECTO 3THX KOCHIX CHMMETPHYECKHX ONpeie-
JUTeNell 4eTHOH CTemeHM HX KBajpaTHblE KOpPHH. Torma Ha OCHOBAaHHHU
dopmyasl (c,) § 1 moayuaercs:

Teopema I. Knacc nuddepeHnyanbHOrO BbliPaXKeHHS:

Q=140+~ InOm,
3 !
rie (D;:Ek Xy dxn i=1...m; t,...tm, Xy...Xp,— NepPEMEHHHE HE3aBHCH-
i

Mue, B Qyuxkuuu X;, i=1...m, R=1... p re 3aBHCAT OT f,...%n, BCELZA
yucao yetHoe. Ecau nuddepeHuHanbaeie BhIpakeHusd @; {=1...m JUHEHHO
HE33aBUCUME], TO MOcCJaenHee He MeHblue 2m. Heob6xomumoe M JOCTATOUHOE
ycnoBue, uToOb kKaacc AMPQEpeHnHanbHOro BEIpaXeHHs £ GBI B 3TOM
cayuae paBeH 27, e 2m < 2n < p - m, COCTOHT B TOM, 4yTO6bl HafiBHICIIAS
CTEeNeHb OT/MYHBIX OT HyJd CHMBOJIHYECKHX OINpEIesHTesel:

Xlr.--- XLs' ‘
er--' Xms
S

0x, 0xs | a,
Xlr s Xls

d Y d

dx,- dX:S 0
2 ETIEE. ¢

Obl1a paBHa 2n—m.
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PaCCMOTpHM TPH YaCTHEIX CJIyan.
a) Ecan
) i s R eoller aee Tl

rae QYHKUMH U,...Hm—1 HE 3aBUCAT OT 4, &;...lm—1 U DTHQDEPERUHAALHE
BHIpAXEHUST o, duy...dUn 1 JUHEHHO HE3aBUCUMBI, TO HEOOXOAMMOE H
IOCTATOYHOE yCJoBMe, uTOOH Knacc & Geun paBeH 2n, rae 2m< 2n<p-—m,
COCTOHT B TOM, 4TOOBI HAWBBLICIIAA CTENEHb OTVIMYHBIX OT HYJIS CHMBOJH-
YeCKHX ONPEeLENUTEeEH:

(2]

Xr XS
ou, ou,
0x, Odxg

Qi1 Ol

0%, ax,

0 15}
0%, Oy | a
X, e

6bina paBHa 27— m. Eciu kaace Q paBen 27, TO CHOMHA HMHTErpupyemas
cucrema p-+m aubdepeHuualbHbX ypaBHEHHH (g;) § 1 3aK/I049a€T TOMBKO
271 HE3aBHCHMBIX YDABHEHHH, MOTOMY YTO ONPEAENIHMTE/b 3TOH CHCTEMBL:

0 0 X1 XP
ou, ou,
0 O 0x B,
Ol 0ty
O 0 dxl SE dxp
Olhim—i
_Xl'“”—d—)r’ LY. o il
Ol :
__Xp..._-d_xp_-) t(1p) ... t(pp)

ecth onpexnenutens 4 muddepenunanbuoro Beipamenus L.
Ecau, mostomy, Hanpumep:

X Xon-—m

ou, ou,

08, 1 09 o,

Ol Ol =0,
dxl 7 0%
0 7,
dx_l 0)62n_m Hn—m
X ees Kemem
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TO 3TH 2/ HE3aBHCHMble YDABHEHHS CyTb:

o =X dx,-} 4+ Xpdx, =0,
du,=0...du,_1—0, (g2)

e I g s Sl gyt LeppL) Wi U,
0%, 0x,
ou Ol
e Kot dxz,:m Al e e dm_; b+ (120 — m)dx, 4+

s t(p2n—m)dx, =0
U NPeACTABJASIOT CHOJTHA HHTEIPUPYEMYIO CHCTEMY.
b) Ecin
Q—=to 4t du, -t + ty1dtty1 + tndf,

roe QYHKUMH Uy...Up_1, [ HE 38BUCAT OT £, &,...lpn 1 U @, dil;... AU, df
NTMHEAHO HE3aBHCHMBI, TO HEOOXOAMMOE M JOCTAaTOYHOE YCJOBHE, YTOOHI
knacc £ 6w pasen 2n, rae 2(m-+1)<L2n<Lp+m-1, cocrour B TOM,
yTOGHl, 110 KpailiHel mepe, OJZUH CHMBOJHYECKUH ONPEAENUTENb CTENEHH

2n—m—1:

O oo B

X oxs

ony ou,

()X;— dxs
dum_l.__dum_l r...s::l...ﬁ,
0x;, 0%s

Ki sy ihs

0 0

ox,  0xs |n—m—1
LW 5

6Ll OTJMYEH OT HyaAsl, M 4TOOH BCE CHMBOJHYECKHE ONPENCNHTENH CTe-
nenu 2n—m -1, ecid TaKoBLIE MOTYT OBITb YCTAHOBJ/IEHBL:

o Tl of

I idy ox;
G
9%, 00X

dunzvl S dum—l

0x; 0%,
X, -Xs
0 d
0x; 0Xs |n—m
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TOXKAECTBEHHO OOpamanuch B HyJb. DTOT pe3yJAbTaT CJAELYET M3 TEO-
pemer (I), ecn B Helt BMecTo m nonoxute m-1, ecau o, =df,
Wy=qu) - Oy —=0dUm_1, Omy1 =@ U €CIH £ ...lny1 OCO3HAYHTDL YEpe3
i dyeising Tty

Ecan xaacc nuddepeHnuasbHoro BblpakeHHs:

Q:t1w1+"'+tmmm,
14

LRe wy=— Ek)(,-kdxk, i=1...m, 0 ®; THHEHHO HE3aBHCHMBEI, paBeH 27, TO
i1

CIoJiHa uTerpupyemas cucrema (g) § 1 3axaouaeT TONBKO 272 HE3ABUCHMBIX
ypaBHEeHHH, TAK KaK ONPEAENHTENb €€ eCcTh omnpenenutens 4 nuddepen-
nManbHOro BhIpaxxeHus . Ha 3ToM OCHOBaHHMH MOXHO IOKa3aTh TEOpeMy:
Heo6xonumoe H noCTaTouyHOE YC/JIOBHE, YTOGH CHCTEMAa 711 HE3aBHCHMBIX
ypaBHeHHH B nosueix auddepenunanax:

oy = Xy3d%, - +Xpdx, =0,
0= X dX,+ - - - + Xpnpdxp =0

6bl1a CIIONHA MHTETPHDYEeMOMN, COCTOMT B TOM, uTOGH BCE ONpeIesHTeNH
m—-2-f cTeneHH:

Xlr.-.Xls‘

er...Xms .—_‘1 71
i 3 I=1...m," 7r...8=—1L...pD
dx, 0Xx;

N

ObITH TOXAECTBEHHO paBHBI . HyJw0 (¥*). B camom gene, ecin 3Ta cucTema

CI10/THA HHTErpUpyeMa Hu ecJd CHCTEMAa €€ m IIOJIHBIX I:lHTEI"pENIOB eCTh
m

=g, §=I .. .08 TaL'aT0 coizEsa,'sdu,, =l 0l meti Eian T Gy, i,
1

To pupdepernnanbroe Belpaxenue O —=fw, -+ ... -+ {,0, npuBOIUTCH K
BULY: '
Q = Uldlll "{_ e + Umdum’

m
rue US:Eitl-al-s, s—1...m wu, cnegoBaTenbHO, mepeMennsle Uy,
1

s=1...m—mne3zaBucumel. [loaroMy knacc auddepeHIHaTILHOrO BHPA-
Kenua Q paseH 2m. OG6paTHO, €C/JH €ro KJaacC paBeH 2m, TO CHCTeMa
w;—0, i=1...m— cnonna uHTerpupyemas. B camom nesne, Torzma crnosnsa
uHTerupypyemass cucrema (g) § 1 3ax/ia0uaeT TOJBKO 2/ HE3aBHCUMBIX

(*) JBa OpPYTHX IOKas3aTenbcTBAa ObliH AaHbl MHOM B 1898 r. (3anucku HoBopoccuiickoro
YHHBEDCHTETA),
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ypaBHEHHH, HaNpHMeEp: ;

Om = Xmdx, |+« -+ Xmpdx? =0,
____Xlldtl —_— . — mldtm “*“Ezh(l 1)ldxl A;— e _‘_ Eiti (pl)idxp = 0’
4 7

_“qu'ndtl S _)\flnmdtm+21tl(lm)ldxl + SO R T —‘/Eltl(pm)[dxp e 0,
1 1

B 9hC/le KOTOPHIX HAXOAMTCA HEOOXOJAMMO M paccMaTpuBaemas CHUCTEMaA.
Tag xax OCAEIHAS HE 3AKII0UACT £y ...Lm dt,...dln W TaK KaK m MOCIEX-
HHX yDABHEHHI HE3aBHCUMbI OTHOCHTENbHO df ...dln, OHA caMa MO cebe
CIIOJIHA MHTErpupyema.

Urtak, HeOGXOJHMOE M AOCTAaTOYHOE yCJAOBHE, YTOOBI CHCTEMA /1 He3a-
BHCHMbIX ypaBHeHHH B MOJHHIX aubdepenuuasax Obiia CNOMHA MHTErPU-
pyemoii, COCTOMT B TOM, 4TOGHI Kijacce nudGdepeHIHaNbHOIO BblpaXeHH:

Q=*to, -} - | tnOn

6Lu1 paBeH 2m. [l aTOro, B CBOIO Oye€peib, MO TEOpeMe [ npu 2n—=2m
HEO6XOMUMO ¥ JIOCTATOYHO, YTOOGBI BCE CHMBOJIMYECKHE ONPEJENHTENH CTE-
nemu 2n—m-+2=m--2:

Xlr--~X1s

er---Xms Lk 2 1

E 5 ] = M F...8== D
dx- dx.

Ko X

6bIIM TOXIECTBEHHHO PABHBI HYJIO, uTO M TPe60BaIOCh I0Ka3aTb.

§ 3

[lepeiizeM Tenepb K Hauied 3ajnaye.
Myctb Gymer mano muddepenndanbuoe ypassenue Pfaffa:

P
w — Ekaa’x,, — 0.
1
Mgl cHauana NIpUBELEM ,ZLH(I)Q)EPEHLIHHJIX:HOE BRIDAXEHHE @ K HpOCTEﬁ-

weit gopMe, T. e. K GopMe C HAUMEHDBUIHM YHCIOM IH(depeHnHaIO0B. Bes-
xoe ud@epeHIuanbHoe BhPAXKEHHe O NPHBOJMTCS K mpocTedimed dopme:

({1 — iliuidui:
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HAMpUMED, K KAaHOHHYeCKOH. Ecam mocnenuss n-unennas, To 2n< p, uau
2n— 1< p; CIeNOBAaTENBHO, BO BCIKOM cnyvae 2n< p-+1. Juddepesun-
4/IbHOE BBIDAXEHHE fw, INe £, X,,..., X, — NePeMeHHbIE HE3aBUCHUMEIE, TOr1a
Kknacca 2z, Tak 4to u; tU;, i—1...n— HesaBHCHMbIE GbyHKIHH,

O6patHo, ecan kmace nudhepeHnantbHOro BHPAXEeHH fa paBeH 2n,
npocrefimas dopma nuHEPEHIUANBHOTO BEHIDAKEHHT o n-qileHHad, Tak
- Kax Knaacc IU(Q(QepeHiHanbHOro BHPAKEHHS £ €CTh HHBapHaHT.

Takum 06pasoM, HEOGXOIHMOE H HOCTATOYHOE yciaoBHe, 4TOGH mpo-
creduas popma auddepennnanbHOro BhIpakeHus o Gbuia n-4JIEHHOH, CO-
CTONT B TOM, 4uTOOB KJ1acc IHGbGepeHnnanbEOro BLIDAXEHHsI f@w GBI pa-
BeH 2n. Ecnu, mostomy, nonoxuts BTeopeme [ m =1, w, = o, noayuaercsa

Teopema II. Heobxonumoe u mocratounoe yc/noBHEe, UYTOOHI MpOCTei-
mas $opma audPepeHIHaNLHOTO BHDPAKEHHSI o Ghlva n-41€HHOH, COCTOHT B
TOM, 4TOOBI, MO KpaliHell MEpe, OIHH CHMBOJHYECKHH ONpenenuTeNnb CTe-
nenn 2n—1 (< p) suna:

A

B e
dx,--‘ ()xs o l‘ Janels — .--p7
e |

OB OTNHYEH OT HYJS, M uTOGL BCe ONpPENETUTENH CTenend 2n -1 aroro
BUIA:

s

0 0
]dx,'”d_x?n
Faeel =

€C/IM OHM MOTYT OITh YCTAHOBJEHH!, OODAMANUCH TOXKIECTBEHHO B HYJIb.
Ecau atu yenoBus Beimoansores, i depennuatbHoe BEDaXEHHE o MPH-
BOIMTCA K NpocCTedmel n-unreHHOH (opme:

m:iiU,- du;.

51 usnoxy nBa MeToma ee ONMpeNeNCHUS.
[lepsriit MeTon cBOAMT ee ompejeneHHe K ONPENENCHUIO KAaHOHHYE-
CKOH (ueTHOH) PopMb nHGbDEPEHIHATLHOTO BHPAKEHHT fw: eciu

n

@ Ef U, du,

1
i
€cTh 3Ta npocredmas dopma, TO th‘ U; du; ecTb, OUEBHIHO, KaHOHHYE-
1

ckast (uetHas), Gopma ZHDGEPEHIMATLHOrO BEIPAKEHUS (0. O6patHo, eciu

Loy == 21‘ V; du;

1
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ecThb KaHoHMueckas (uerHas) dopma AU EPEHIHANBEHOrO BEIPAKCHUA tw,
10 QyHKUMM ©; i=1...7 He 3aBHCAT OT f, 2 Ve di=—1...% BMEOT BHX

13
Vi=1tU,;, rae U, He 3akma0u4aioT #, TaK 4TO Ez U; dv, ecTb npocTe#ias
il
dopmMa nubdepeHuranbHOr0 BEIPAXKEHUT O.

B camom pmene, mycTh, HAIPUMED:

i X1 re e XQn-—l. l

I J

| e —

| 0x; T 0Xen1|n—1 !<O
B Menl T

[Tepemennoe vn(l L m< n) onpelexsercs MO yxe OMPEACNCHHEIM
MepeMeHHbIM T, ...Un 1, KAK NPOM3BOMbHOE HE3ABHCHMOE OT HUX DEIUECHHE
noano#t cucremsl (4) § 1:

e R
ot 0x 0X2n -1 |
0 0 Xl Sk X2IZ-»1

=
Tt ige g ol e :

i L
ot dxl 'OXQn_l ’ (7)62n_1+9
0 Xl ...X2n——1 X2n—1+g —0
=X L e Y
i—'X2n—1 Zf(lerzgl.) t(2n~12n—l)t(2n-1+g2n—l)
o=1 ...,U—'(Zrt-l)
0 : gfi f)_f_ of
ot dxl 0Xon 1
0,
O’tj X1 S X:an—l
go —0 j=1l..m—1,
A Bl e D)
ov;
dx2”]“1 ’ "_X2n—1 t(12n*1) Z'(211—1 2!1-—1)
TaK Kak
\ O Xl ...XZn—l ‘ Xl v X2n~1 |2
e s s L o -oalE 0
AR 1 ) T O e ,
; it ‘ 0x, O0Xxon—1\n—1 -

o X O O 4 Db B SRme
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ecmu £ =0. IMepsoe nubdepennuansuoe YPaBHEHHE HMEET BHJ:

of of
Loz, =0, mim 5 =0
Orcrona caenyer, uto Bce GyHKUMM U; i=1., . .n He 3aBHCcAT oT £ [lonaras
0f d’Uj ;
B OCTAJBbHBIX YPaBHEHHUSX G e l...m—1, moxHo paccma-

TPUBATL HX JIEBbIE YACTH, KAK II€DBblE MUHOPHl KOCHIX CHMMETPHYECKHX
onpexenuTenei crenenu 2s -1 2:

of of Jf
¥ Y 7?6; 0%, dx2rz~1+g
0 0 Xl Xin 1 erzq-{—o
d
— 4 = H(11y (2,4 1) t(2n—+p 1)
0x,
of
W == Xon o f(lQﬂ—l) f(27l—1 2n —1). t(2n—l+9 2/’2*])
2n—1
of
e A IRV e dn 1), t(2n—14-02n—14-9) |
2n—1-+p
o=1...p— (21"
of of
g 9 i dtl ()xgn;l
0’0_,' 0’07'
P d ¢ iy e
Od 0 0 A, Xin1 Sty el
el d U0 I £(11 (95111
- o= T)Cl ¢ dxl Xl ( ) ( st )
P |
daf dv; [
e e X 2y ] 9]
OXon—1 0Xon—1 1 L( ) ( )’
OTHOCHTEJIPHO 3/E€MEHTA MepBOH KOJOHHEI M Moc/ienHed, rel. Bropoi ropu-
soHTand. Ha ocmoBamuu Teopemsr o NepBOM MHHODE KOCOro CHMMETpHue-
CKOTO OMpEIENHTEN YeTHOH CTENeHH M HAa OCHOBaHMH opmyas (c,) § 1

npu m=1, 2, 3, o, =, w,=df, w,=dv;, 3TH ypaBHeHHT IPHHHMAIOT

BHI:
of of of
i 0Xan—1 0Xon—14, Ky tont Koy
fpn | R N CR s A0 2 ._76 - ’ =0
d d d dx]_ dx2nfl fl*l[
’ dx1 i dxzn —1 dxznklﬁ—g n—1 XI 2% Xgn.;l |
‘ Xl i X2n~1 Xgn_1+g j

o=1..p—2n—1)
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af v ohgf
0%y, O ,
()T/j a’Uj X~ X2n71
{2n—3 0% O%an—1 d b= _L =)
Ay oon Nomeit | oxy 0%an—1|n—1
) 9 I . o
0% O%sp |2
ok e Nt
gl
WU, HAKOHEN, BHUI:
| of of ot l Of v AT “
l?xf L Dy O - e
1 2n—1 2n—1+4-o0 a’vj dT},‘
X, b Kot Kogtpo SN T R i

0 0 0

o3 e 0 0
ax, 0X2n—1 O0Xop—14o | n—1 ]{
)(1 e infl X2n71+0 1

%, O |n—2
in X2ﬂﬁ1

o=1:.p=@n—1); j=1..m-1

M TPeJCTaB/sIOT NOJHylo cucTemy. Eciu Gbyuxuuu v, i=1...n ompene-
JeHH M3 3TUX ypaBHeHH#, TO Gysknum V, i=1...n ONPENCTIIOTCA H3
ypaBHEHHUH:
. dv
th:;iVi?;;" =l

3aKIIOYAIOIIHAX TOMBKO 7 He3aBHCHMBIX. K3 QopMbr HX CHACIYET, HTO V.
i—1...n umeror Bun tU;, rome U, HE 3aBHCAT OT £, ¥ M T. I

Ho s nam apyroit MeTox onperenenus QyHKUHH U, g T=Legat,
UMEIONHil TO NMPEHMYIIECTBO, 4TO JHHe#Hble nu(depennuanbHbe ypaBHe-
HHsl, onpenensiolue QyHKIuA #&;, i=1...n, NOAy4AIOTCa yXKE B BUJE, pas-
DEeLIEHHOM OTHOCHTENBHO YaCTHBIX MPOH3BOJHAIX. DTOT MeNOT OCHOBHI-
paeTCsl HA HEOGXONMMBIX H JOCTATOYHBHIX YCHOBHAX, YTOOH duy...din,

n
(1 < m< n) BXOAMAM B OJHY M TY e NPOCTEHIIYIO dbopmy 2:’ U, da,
nudepeHHaNbHOr0 BEPAXKEHUT . 1
Jlasi 3TOro HE0O6XOAUMO, 4TOOH AHGb(epeHIUanbHOe BblpaXeHHE:

0 =t £, du; -+ oo b s

rae tt,...tm, Xy...Xp NEPEMEHHBIE HE3aBUCHUMBIE, OBIIO Kaacca 27, TaK Kak
B sToM cayuae muddepeHnuanbHOe BhIpaxeHHe L HMEET BHA:

Q — (tU, +t,) du, -+ -+ (tUn- tw) dtim+ tUnts dllmia A tU duy,

rie nepemenusie u;, tU;, i=1...n, &, CNeNOBATENbHO, H [EPEMEHHHIE
.. Uy tU, 1. tUn+ b, tUnt. . tU, HE32BHCHMBL O6paTHo,
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Teopema Ill. Ecin nuddepennuanpuoe BpaxKeHNe:
Q=to-|t du,+. - -t din,

rie 1<<m<Cp u tt)...tux,... X, - NEPEMEHHbIE HE3ABUCHMEIE H HE3aBUCH-
Mble QYHKIHH 4, . .. 1, He 3aBHCAT OT &, ... £, — Kaacca 21, TO m < 7 u npo-
crefimas popma nudPEepPeHNUaIbHOrO BEIDAXKEHUS @ HAUGO/Iee A-UJIeHHAS.

B camom nesne, BBeneM u...u, KaK HOBBHIE NEPEMEHHbIE HE3ABHCHMbIE
BMECTO, HAIpUMEp, X;...X, Toraa:

o =Udu, + -+ Updin+ w,

Eie

m

T L P i
I_ES Sdui =1...m, (O*H Lk XE,
- L

e w 0%s
Xk:Xk+ZsXsdj; E—wdln
1

Kosdpouuuentn U, X, i=1...m, k= m—1...p CyTb OYHKUYH 1L, .. . Uy,
Xl iuss Xp.

[Iycte npocreitras dopma nuddepeHuHanLHOTO BHpAKEHHT @ npu
NOCTOAHHBIX Uy ...U, OYIET ¥— m-uleHHas:

5
© = Y Ujdu,
m--1
rae 0C2(r—m)Cp—m-+1 M nepeMeHHble Umys...#r, tUnys...tU,
He3aBHCHMEL. Torjaa:

0= Ei U;du;,
1
rae
— . ou; -
U=U— iU~ t—1:..m,
mE-H aui

¥ nuddepennHanpHOe BHIPaXeHHE 2 MOJydYaeT BHI:
Q= (U, t)du,~+ -+ (tUn—+ tw) ditm + tUnmpa@tmys - - + tUdu,.

Tax xax ero knacc paBeH 272, M NEPEMEHHDBIE Upii. ..Uy, tUpts ... LU,
a, C/IeI0BATe/LHO, H NMePEMEHHBIE U, . .. Uy, tU -1, .. . tUp 4ty tUpps .. . LU,
HE3aBUCHMBI, TO 2¢=2n u r—=n. CregoBatenbno, m < n

wziliUidu,-, (a)

T. €. npocreiimas ¢opMa nHbGEPEHNHANBHOrO BHPAXKEHHs o Haubosee
n-4leHHasd, 4To H Tpe6OBaJOCh NOKAa3aTh.
Ecin oHa n-uneHHasl, TO Ha OCHOBAHHH PaBeHCTBA (a) MOJY4AETCH.
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Teopema IV, Ecnu npocteiimas ¢opma audepeHnuaspHOro Bhipa-
JEHMS @ 7-uIEHHAass, TO HEeO6XONMMOE M HOCTATOYHOE YC/JOBHE, 4YTOOHI
oHa sakaouana duy,.... dil, (m< 1), COCTOMT B TOM, 4TOOH Auddepen-
IIHa/IbHOE BEIPAXKEHHE:

Ot Lot gty b ol il

rae ity ...tm, Xy...Xp— NEPEMEHHEIE HE3aBUCHMBIE, OBlIO KJacca 2n.
Caedcmsue. U3 dopmsl koapdunuentos U, i=1...n caepyer, uTo
eCaH (QYHKUMH i ...Un (m < 1) mpocTefilied n-uwieHHOR (OpMBL

W= ii U{du[
1

Iu(P(PCPEHIHATEHOTO BBIPAXKEHUS @ YXe HaljeHbl, TO ee ompeiéneHHe
CBOIMTCS MO BBENEHHUW &,...Um, KAK HOBHIX [€DEMEHHBIX HE3aBHUCHMBIX,
K OIpEeJeNeHHI0 NpocTefimei 7 — m-unennoit Gopmbl 1H(PepeHIHaIbHOTO
BLIPAXKEHUA 0 NpPH [OCTOSHHBIX U - ..U

s Tteopemsl I (cayua#t b) u teopemer I caenyet

Teopema V. Ecau npocrefimas ¢opma nuddepeHiuanbHOro BbIpa-
JKEHHMS o n-uIeHHas, TO HE BCE CHMBOJHMYECKHE ONpEeIeHTENH CTeleHH
n—m—1 (m<Ln—1):

du,  Ouy

0x, 0xs

Oty Ollm

dx. 0Xs I’...SZI...[J,
Xr e XS

0 d

O O |l

" CERERAS

rae (QYHKOUU 4 ...Un [POM3BONbHB, HE3ABHCUMBI TOXAECTBEHHO 006pa-
AITCA B HYJb. _

Eciu 65 BCe 3TH ONPENEIHTENH TOXKIECTBEHHO OOpAllalUCh B HYJb
IV HEKOTOPOH CHCTEMBl He3aBHCHMBIX OGYHKIHH #,...Un(m<Ln—1), TO
u3 Teopemul | (cayuait b) crexoBano Gel NpU f= U, YTO Kaacc Audde-
PeHIUAJbHOTO BHIPaXKEHHS: "

Q=to-|tdu + - tuliin

paBen HaubGomee 2{(n—1) u uro, nosromy, mo reopeme Il npocreimas
dopma mubdepeHuHanbHOrO BhIpaXeHHsl HanboJee 72— l-uaeHHas.

Tenepb S U3JA0KY BTOPOil METOJ ONpejeneHus Npocrefmed GopMbl
nudepeHIHaNbHOIQ BBIPAXKEHHT .
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[Tycte ycnosus Teopemsl Il 6yayr BoimosHeHB H NyCThb, MO3TOMY, €ro
npocrefimas gopma Oyner n-4iIeHHas:

o= ¥ Uidu,
H NYCThb, HanpuMep: :
e R |
R S
0F . Bl
‘ Hies Kanon

win no ¢opmyae (d) § 1 hpn we=—=11=0

QLB ol L L EUT)
it e e =0

B HEKOTOPOH ob6snactd E 3HaueHHH X ... Xp.

[lycte crauana n > 1.

@yHkuua u, onpeznensercd no reopeme IV npu m=1 u3 Heobxo1u-
MOr'O M JOCTATOYHOrO YCJAOBHs, 4TOOBI Kjaacc AH((EpPeHUHaNIbHOrO BBI-

paxxeHHUs:
Q=tw-+-tdn,

6bl1 paBed 2n. Ecau Mbl 0603HAYUM HCKOMYI0 (YHKUHIO Z, Yepe3 f, TO
u3 TeopeMnl | (cnyuait b) mpu m =1, xoTOpas B 3TOM Cayuae NPUMEHHMA,
TaK KaK @ W du, JUHeHHO He3aBUCHMBI W 27 >4, caemxyer, 4yTO Heobxo-
OHMO€ M JOCTAaTOYHOE YCJaoBHE 1/d (QYHKUMH f COCTOMT B TOM, 4TOOGHI,
Mo KpaiHHeHd Mepe, OJHH CHMBOJHYECKHUH ONpeNe/NHTeNb CTeNeHH 21— 2,
roe 2n—2<p—1:

af - of

dx. . dxs

At

g 9 FieS=1.50
dx, “oxiin—2

Ao lii Xy

OBLT OTJIMYEH OT HYJS W YTOOH BCE CHMBOJHYECKHE OINPEIESNUTENH 3TOrO
BHIa CTEeNeHH 27, €CIH OHM MOTyT OBITH YCTaHOBJEHH, 00pallaJuCh TO-
XKIECTBEHHO B HYJb.

[lepsoe ycroBue mo teopeme V npu m=1, u,—jf Bcerza BHNOJ-
HseTcsl B HekoTopoi o6aactu E' < E. Uto Xe KacaeTcs BTOPOTO YC/IOBHS,
TO OHO NpH 2n— 1=—=p HE CyWeCcTBYyeT, U QyHKUUSA I, OCTAETCS B 3TOM
cayyae mpousBoabpHOH. Mrax, ecan auddepeHnHanbHOe BhIPaXKeHHE:

w Xl dxl —f— o in,1 dxg,,_i
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NPUBOAMTCS K 7-UIEHHOH NpocTeimell (popme, T. e. eCau

Xl'-- X2n—1
ST RE W
Xl... X3”+1

TO OofHAa U3 (QYHKUMH 4, ...4, NPOU3BOJIBHA ().

[lyecte 2rn—1<Cp. Wckomas (yHKUHA #, HOMKHA OBITh MO BTOPOMY
YCAOBHIO KakHM-JHO0 pemeHHeM (OTJIHYHBIM OT MOCTOSIHHOTO) CHCTEMBI
JHHEHHBIX AHM(depesnuaJbHbIX ypaBHEHUH:

af . df
d 0x:

Ao

’ 5 = .. =100
59 S :
0x; 0xs | p—1

Nt g

Ita cucrema 1o gopmyae (e) § 1 npu m =1, =0 paBHOCHIbHA CHCTEME:

ﬂ‘_o ol gt tUy
oF diie... ) i

H TaK Kak

0, sl

3ty ..ty tU,.. U
d(txl e xEn_l)

=0

OHa 3aK/I0YaeT TONBKO p — (27 —1) He3aBHCUMBIX YpaBHEHHH:
of of of

dxl = 0Xon—1 i 0X2n—140

X1 cee in—q, in-1+g

d 0 0
G, 0K D e
Nyowwe Mgty Xon—14¢

=0, g=1...p—2r—1).

Onu NPpENCTABAAT MNOJHYIO CUCTEMY.
I/IMEHHO, ecnu obe 4acTH KaXJao0ro H3 HHX yMHOXHTb Ha

Pt
1 0 0
TETR T IR T .
SRR :

(*) Ecan B aTOM caydae NOJOXHTb, YTO #/; PABHO OQHOMY U3 IEePEMEHHbLIX HE3aBHCHMBbIX,
HanpuMep, x;, TOT4a OlpejeneHHe NpocTeimmed GOpMbl cBOAMTCS 0O TeopeMe IV (caenctsue)
K onpejeneHH0 mnpocrefmeir z — l-unreHHON (GopMbl AP (PEPEHIHANBHOTO  BbIPAXKEHHA
XNodxo—t v+ X, (dx,, | NpPU MOCTOSHHOM Xi.
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TO, Ha ocHoBaHuu dopmyn (c;), (c,) § 1 mpu m=1 u Ha OCHOBaHHHU
TEOPEMEI O IEPBOM MHHOPE KOCOrO CHMMETPHUUECKOr0 ONperenuTeNs YeTHOM
CTENMEHH, MOXHO pPACCMATPUBATH HX HOBHIE JEBBIE YacCTH, Kak IMepBbIe
MHHODPBI KOCBIX CHMMETDHYECKHX ONpEleNuTeNell cTemneHd 21— 2:

0 0 of ] af cal
dxl 0)52;1—1 dx?.n—l—}-g
3 0 0 X sronsiilian Kt
| —ddf, e GO 7 o e @n—1-ol)
X1

----------------------

s i iy NIRRT IR LTRGBS
Xon—1

af—,-«Xa,,_pro(lQn—l +0)...2n—1 2n—1--90) 2n—-14-0 2n—1-+0)

den—l—}-g
o=1...p—(2n—1)
OTHOCHTEJIBbHO 3JEMEHTa —  ———— TdK HMTO OHa NONMy4aeT BUL:
& dxzn—l+g
e af af
X : dx1 OXon—1 dxzn—l—{—g
0 3 Xl o X2n—1 XZﬂ—1+Q

=Xl e ) (2n-1+01) =0, o=1...p—2n—1).

—in_1(12n—1) .(2n—1 2n—l)(2n—~1+9 Qn—l)

Cuctema suueiinpix auddepeHIHalbHbEIX YPaBHEHHH:

9 g PEwE, AT
ot d.xl d)Cz,;_.l UJC2,1_1+@
O X1 affiasa X?.nAl X‘_ln-—l—f—g
SRSy B t(Qn—— i
-—in_l, t(12n—1).. 1,‘(211—1 Qn——l) t(2n——l—{—g 2n—~1)

— MOJIHafA, TaK KakK COOTBETCTBYlowas ei cucrema Pfaff’a:
w:dex1+ e +Xpdxp:O,
— X, dt+t(1D)dx,+--- +t(pl)dx, =0,

.....................

-—Xg,l_ldt—f—t(IQn——l)dxl—’r —|—-t(p2n—-—l)dx,,—0

ecTb CIOJHA MHTErpupyemas cucrema (g,) §2 npu m=1.
[Tocmennsas cucrema JHHEHHBIX AU(PPEpeHIHaNbHLHIX yYPAaBHEHHH HMeeT

BHI: 0f
A@.t-ﬁ—#agzo, e=1...p—(2n—1),
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ruge A, He 3aBHMCAT OT £, U OTCIONA JIETKO BUJAETH, 4TO M cuUcTeMa a, =0,
o=1...p—(2nrn—1) — noannas. MUrak, cucrema (1) — nosanasa (*). PyHxuud i,
T0/MKHA ObITh KaKHM-IMO0 pemeHHeM (OTAHYHLIM OT MOCTOSIHHOIO) MOJHOMH
cucremel (1). Ona onpenenera, u auddepeHuHaTbHOE BEIPAXKEHHE ) HMEeT
B HEKOTOPOH o6sacTu npocrefiuryio (GopMy, 3aKAKUaloIy0 di,.

MoXHO MOKa3aTh, YTO HE BCE ONPEACNUTENH 272— 2-H CTENeHH:

Ju,  Ou da,. oy

o‘xl d)C[_l : d)CH_l d)Czn_l

e i AR L B K :

o 9 5 5 i—1...2n—1
0x, a5, 0Xit1 0Xon—1 |p—9

X]_ vy Xi—I, XH—I v XZn—l

B Hell TOXJECTBEHHO paBHBI Hy/aI0. B camom zeJse, mycTh Bce OHM B HeH
TOXJAECTBEHHO 00pamarTcd B HyAb. loraa 43 gopmyJas (d) § 1 npu m =2
caenoBao Obl, YTO

Oy . . tin, Uy . . . tU)
d(txl co o X1y Xt - - )Czn*;[)

CrexoBarenbHO, HE PABHEIH HYJIO ONpeNeNHTeNb:

O sl Bl L 1 L)
d(t’ JC1 P x2n___1)

umes Obl BHJ:
Gl s Upsos L)

1y
1 d(xl .0 x2n—1)
II03TOMY:
d(lll. . Ug, UQ v Ufl)
U1zo’ d(xl. o) i
C Apyro#i CTOpOHEL:
a(ul...um t[]js tUQ"'ZU”) :0’ j:Q...n.

d(t, )Cl. . xZn_l)
[TosToMy Ha OCHOBAaHMH NpeIBIAYIEr0 HEPaBEHCTBA:
L—60 J=—Ydzon

T. €. npocreimas ¢opMa aud@epeHIHaNtLHOrO BHPaXKeHHA @ Oblia Obl
OJHOUJIE€HHAs, YTO HEBO3MOXHO, TaK Kak n > 1.

(*) Ecaun B HexkoTOpo#t o6aactH oguK U3 kosdduuuentos Ly... U,

,» Hampumep, U, =0,

U1 Un—l
Un Lo Un

TO U3 cBojicTRa cucTeMbl (1) UMeTh B Hel 27 — | HE3ABUCHMBIX PELUEeHHH iy ... i,

CAELAYyEeT CHOB4, YTO OHA NOJHAA.

Beprwmernn. HaykoBi sanucku, sum. III ) 3
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Hrak, nycre, HampuMep:

ou, o,

G Okt

Ko irondn

0 d

08— Ofeois -9
Ay Koy

T. €. Ha ocHoBaHuH (Qopmyasl (d) §1 npu m=2, {=0

Oty iy By U)o
—_—

(L, Xy Xoj-s)

B HexoTopo# obnactu E;< E.
Ecau n>2, dyuxuus u, onpenensieTcs, KaKk He3aBUCUMas OT #,, U
nox ycaoBHeM Mo Teopeme 1V npu m =2, uToOH KJacc AH(QGEepeHIHalb-
HOTO BbIPaXeHHUS:

Q = tCO + tldul +t2da2

6bl1 paBeH 2nz. Jlas 3TOro HEOGXOAMMO H JOCTaTouHO no Teopeme |
(ctyuait b), xoTopas B NaHHOM CJydae NPHMEHHMMA, TaK Kak o, du,, di,
JUHEHHO HEe3aBUCUMEL H 27 _>6, 4TOOBl, 03HAuyass HCKOMYI0 (YHKIHIO U,
yepes3 f, Bce CHMBOJNHYECKHE OMNPENENHTENH CTeNeHH 2n —1:

0.,
ou,
ax

0

o

X

e

of

O0Xs

ou,

0%,
s
T
dxs
X s

n—2

00palanuck TOXJIECTBEHHO B HYJb, M 4TOOBl, II0 KpaHHeH Mepe, OJUH
OMpeIeNUTeNb CTENEHH 27— 3:

ax;

ox,

0

.

o
dul--b
S

=

o
s
guy
9%
ot
0
0Xs
s

=3
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Opi1 oTiMueH OT Hyas. Mckomas QyHkuusa #, momxHa GBITH HE3aBUCHMBIM
OT 4, DEUIEHHEM CHCTEMBl JHHEHHBIX AH((epeHIHaNbHBIX YDPaBHEHHH.

o of

ox, Oxs

ou, . 0w

Bhe b

Yk TRTRnE
a o)

dz, 0% m..D

N w el

O1a cucrema B cuny ¢opMyasl (e) npu m=2, =0 paBHOCUIBHA
CHCTEME:

of SR D R SR
e =

d(tx;.-.xs) 0’ r"'SZI---P,

U TaK Kak
Gy oy TUs= v B0,
gl )

=0,

OHa 3aKJI0YdaeT TOJbKO p — (2n — 2) HE3aBHCUMLIX YpaBHEHHIA:

Sk ey
Oxl d)Cg,,_z : dXQn;2+Q
ou, =i ou, ou,

L

@ 0%,  OXun—z OXan—24o
Xy Oov Koty Kop—oiy
0 0 0
0x, o OKaia OXan—s40 | n—29
X1 siieice X2n-2; M2n—2+g

=0, 0=1...p—(2n—2).

Onu NPpEACTaBAAT NOJHYIO CHUCTEMY. B camowm AeJe, YMHOXHM HX
JIEBEIE YaCTH Ha ;

du,  Oduy
0)61 d)(fgn‘g
1 Ay oo oy
(n—2)* o 0
aXye - Oy | e O
2op aiv Ngen

Tormpa, Ha ocrnoBauu dopmyn (¢3) (¢,) § 1 npu m=2, u Ha ocHOBa-
HHM TEOPEMH O IEPBOM MHHOPE KOCOTO CHMMETPHYECKOIrO OMNpeIeauTes
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yeTHOH CTENeHH, MOXKHO [OCICAHHE PACCMATPUBATH, K4K MEPBEIE MHHODHI
KOCHIX CHMMETDHYECKUX ONpejenuTenelt crenenn 2x - 2:

d af 0
0 . 0 dfl SRR f - dxan{ =
ou, du, du,
g5 Ay iy
O X1 in—z

0

dx21172~|—g
X2n—2+g

(2n—2+e 1)

ADe o218

of ou, .
e — Xons (202 .. (Pn—2%7-2) (2n—2+02n—0)
of ou,

— Xon_are, (128-2+0)...(2n—2 2n~2-+0)(2n—2+02n—2+0)

el pil R

T > —
l dx2n— 24-0 dx‘.’.rt~2+—g

OTHOCHTEJNbHO 3JE€MEeHTa — dxﬂf , TaK 4TO cucTeMa (2) NpUHHMAET BHJ:
i 2n—2+-0
| 0 0 of of of
axl e derz—2 dx2n~2+@
0 0 ou, o ou, o,
dx1 dx:m-z derL—2+g
0 Pl Sl Eoiiy |
BQ = 0!1 . . :0
e S N @n—21) @n—2-1ol)
0xy
% df“l X 2 (121—2)...2n—29n—2) @n—2+021—2)

Q’:I..p‘_(2n_2).

CucreMa JHHEHHBIX yPaBHEHHHA:

g1

Gl TRAE Wel i)
du,
- ' 0 ox;
0 0 X,
ou,
s g Y
o,
S8 B Xop_2t(12n—2).

of
0Xon 2

ou,
0Xap—2
Xop s

t@2n—21)

of

d Xopn—2-10
ou,
dxznf‘z«{—g

XZn—2—|—Q
Hon—91pl)

.........

L t@2n—22n—2)t(2n—2+ 02n—2)

p—(@n—2)
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— noJiHas, TAaK KaK COOTBETCTByIomas e# cucrema Plaff'a:

o= Xdx + -+ Xpdx, =0,
dul = O,

%dtl~det—|—t(ll)dxl—{—--- 1 #(p1) dx, =0,
1

ﬁ"a%‘—;dtl——‘)(gn_.gdt‘{—t(l 2n~-2dx, -+ -+ t(p2n—2)dx, =0
€cTh CHOMHA MHTErpupyeMas cuctema (g,) § 2 mpu m=2. Idta nocaenuss
cHCTeMa JHHEHHBIX YpaBHEHHH HMEeT BUI:

5 J
t(Agd—];—}-Bed—{l)ﬂ—ﬂ@:O, = o o

rae Ag B, He 3aBucAT OT %, f;, OTKYJAa, KaK JErKO BHJETb, CICLYET, UTO H
cuctema B,=0, o=1...p—(2n — 2) nonnas.

Urak, cucrema (2) — nouanas (¥). Vickomast QyHKUMS #, NOMKHA OHTbH
He3aBHCUMBIM OT 4, pEIIeHHEM IONHOH cucTembl (2). UTo KacaeTcst BTOPOro
yCJ0BHsl, OHO B CHJIy TeopeMbl V IpPH m =2 BBINOJHACTCA B HEKOTOPOH
06/aCTH I/ BCAKOTO HE3ABMCHMOTO OT I, DEIICHHS 3TOH cucTeMbl. Taxkum
06pasoM, U, MOMKHA OBITh KAaKHM-/MOO HE3ABUCHMBIM OT 4, pelIeHHEM
nonno#t cucremsl (2). PyHKUMA U, OTNpeNeNeHa, H AH(P(epeHHanbHOe Bhl-
paxKeHHe @ HMEET B HEKOTOPOH 06sacTH mpocTeiiiiyio #—uieHHyo hopmy
3aKJuaIyo diu,, du,.

MoxHO NMOKa3aTh, YTO HE BCE ONPEACAUTENH CTEMEeHH 272—3:

ou, ou, ou, ou,
= : T

0% Okt OXkps O0Xon2

ou, oty dit, ou,

d)Cl ()Xl;l - d.’Ci+1 d)CQn_g
LA JETINE, (TR TR

d 0 0 0
9K, s Oy Oz g
P eSS TR S S (TR0

i—1 o Pn 0

paBHH B Hefl TOXECTBEHHO Hy/10. Eciu 6Bl 37O OBIO TaK, TO MBI MMEJH-
6u Ha ocuHoBaHud Gopmyan (d) § 1 npu m =3, 4TO

Ol il P T

Oy o vi Xyt Xiiii s+ » Xag—2) =03 Ferl waditnied

(*) Ecnu B mekoTOpoit 06nactu ofuH K3 Koadduuuentos U, ... U, manpumep, U, =0,
TO M3 TOr0 OOCTOATEALCTBA, uto cHcrema (2) wumeer 27 — 2 He3aBUCHMBIX DelleHHI

Fifi . Mo .. —— " TAKHE CIETYeT, Y0 OHA HoAHAs:
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U HEPaBHHIH HYJIO ONpPENSNUTENb:

Aty el D)
d (lLXl sy )C2n_2) :
uMen 6Ll BHI: '
gl iy Tl
0 (Xl ke x;vn_g)

b)

tr-2U,

OTKYyza:
d(ul..-un, Ug.-.Un)

= =
“a=0, O(x, .+ » Xop_2) =0
Ho, ¢ apyroii cTopoHHI:
Nige i g tlly UL, . o HLL) ;
: =08 e 3 10N,
d(t, )Cl e JCznﬁz) : J =
CnemoBaTenbHO, Ha TOM K€ OCHOBAHHH:
Ol ol Llgsi - L5 :
n—3[7, 1 m s Bl o
poy; G 1 niiel =y = R
C/Ie 1OBATENBHO!

Uj=0, j=3...n

T. e. mpocreiimaa Gopma AMMPEPEHIHANLHOTO BHIPAKEHHA  6uIa OH
ABYY/JEHHOH, YTO HEBO3MOXKHO, TaK Kak n > 2.
[Iyctb, HanpuMmep:

du,  du
ax, 0%, 5
du, ou,

0—& - 0Xon—3 —
ey e g
0 0
Eldieday S s R
oy ey AR tnn

T. €. Ha ocHOBaHMH dopmyas (d) § 1 npu m =3, =0, nmycTs

Oty .. . tiny tU, ... tUD
d(txl A Xgn__g)

=10

B HEKOTOpOH obnactu E, < E,.
Ecau n>>3, 1o dyHnknusa u; onpeneasercs no reopeme IV npu m =3,
. KaK He3aBUCHMas OT 4, Uy, NOJ yCJOBHEM, uToOH kjacc AuddepeHIHaNb-
HOTO BBIPAXEHHS:
Q= to + t,du, + t,du, -+ tdu,

OB paBeH 27 H T. I.
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Boo6uie, ectu m—1 QyHKUMA 4, ..., Uy YXKEe ONpeJeNeHHl, TaK
yro auddepeHnranbHOe BEPaXKEHHE HMEET B HEKOTOPOH 06/aCTH MPOCTeH-
Iyl r-wieHHyo (QopMy, 3aKauawmylo du,..., diy 1+ A €CId B TOH e
obnacTy £, 14 Eno

ou, ou,

d—xl i szrzAm

' duy,  Ouy

Dy O,

Ol m—1 Ol 1 =0,
e e
P LSRN (R
0 0
dx1 g Cn g | =il
X oiers Ko

T. e. HA ocHOBaHuM Gopmyan (d) § 1 mpu t=0:

a(ll1 G 53 untUm e tUﬂ)_
i a (txl .0 xZn_m)

=0,

TO NPH 7 >m QYHKUHUA U, onpenensercd no Teopeme IV, Kak HesaBH-
cuMast OT 4, ...Up—1, NOX yCAOBHEM, 4TOOH Kaacc audQepeHLHanbHOro
‘BEIDaXKEHHUS:

Q—tm i gl i L e Gl

Op1 paBeH 2x. [Io teopeme | (cayuail b), koTOpas B 3TOM CJiyy¥ae NMpUMe-
HHMa MOTOMY, 4TO @, duy,..., dil, TMHEAHO HE3aBUCHMBI K 21 >2(m 1),
caefyer, ecad 0603HAYUTb i, uepes3 f, 4TO NI 3TOro HEOOXOAMMO H JO-
CTaTOYHO, YTOOBl BCE CHMBOJIMYECKHE OIPELENHTE]H CTENEHH 2n—m—1:

o e Of
0x, 0%,
ouy . O
ox b
Oltm—1  Olim—s Filia=—1
a5 0x;
ek
0 0
AR T e
X X
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obpamuiasich TOMXKJIECTBEHHO B HYJb, U UTOOHI, N0 KpaiHEH MepPE, OHH CUM-
BOJNMYECKUH ONpeJeauTeNs cTeneHu 2n—m—1:

af o

dx. ox;s

ow, Oy

dx. 0x;s
aum—l.“dum—l f...S’:——l...p,
ox. 0%,

Dol el e

iEpasi . i =

0x, Ot gl o]

. e A

6bl1 OT/AMYeH OT Hysas. Vckomass GyHKUMS 4, NOMKHA OHITb HE3aBH-
CHMBIM OT 4...Up—1 PpELICHHEM CHCTeMbl JHHEHHBIX JH(depernuanb-
HBIX ypaBHEHH:

gi - =g

0%, g%,

ow, O

0%, dx.

&um-l-”'dum-l :O, r...s:l...p.
0x 0.xs

N S e

s oighe wdi

D Oe ! igiom

Xr PR XS

3 Ere——Th i

Mo dopmyne (e¢) § 1 npu £=0 3Ta cucremMa DaBHOCH/IbHA CHCTEME:

dffO QLF B ovoon Walligr .o o $UR) _0
e oWk x) R

} =1
M Tak Kak ‘ f .
i i O r
Bl o =

OHAa 3aKJI0uaeT TOAbKO p— (2n— m) HE3aBHCHMBIX yDaBHEHHH:
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of of of :
a; S 7dx2-n—m dxzn——m—j-@
du, O ou,
gl e Dt
(m)| Ottm—  Olim— Jtim—s =0
0x, 0Xan—m ())C‘_’/z—m—f—@
X1 vee XZn—m in_m—kg
0 d 0
dx | Ohnm . OFgmio|Bi— M
AR OB

Ony COCTaBISIOT MOJNHYIO CHCTeMy. B caMOM jene, €ClH YMHOXHTb

HUX JieBbl€ 4YaCTH Ha

1 | du, ou,
(n—mj®| 0%,  Ofam
w
Ollm -1 Olm
dx, 0Xon—m
X1 X2n—m
0 0
0%, OXonm
X1 X‘.m——m

H—

Joy

Ha ocHOBaHuH (opmyx (cy), (c) § | 1 HA OCHOBAHHM TEOPEMEl O IEPBOM
-

MHHODE KOCOTO CHMMETDHYECKOrO OINpeJeNuTe/st YETHOH CTENEHH, MOMKHO

noc/ieIHHe PaccMaTPHBATh, Kak NMEPBHE MHUHODH KOCHIX CHMMETPHYECKHX

OnpejenuTeNeH CTENeHH 27— 2:

0 g ot ey 0 S
0xy
ou
0 ik
0 0 0 3%,
ou
0 0 0 0 e
0xy
0 0 0 X X5
of duy Olly, 4
d—xl* = d_x] dxl T X] (1 1)
of duy 0ny
= et — 12n—m
axzn—‘m den—m dx2nwm iy ( )
of oy 0y
X 35 ALES =X (12n—m+o0)...
den*m-{—p 0Xg, m-+o dx2ﬂ—m+9 o

e o . A st
dxznwm axZn—nH- o
oy ouy
dxan—m axZn m-0
0ty 0ty
ax?rz—m ax2—nm—|—g
X2n—m XQn— m+to
(2n—m1) (2n—m+o01)

. @n—m2n—m)  (2n—m+o2n—m)

(2n—m2n—m-+-0) (2n—m-+o02n—m+0)

LT iy o L g e S oSO oL 4856
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; ;
OTHOCHTEJNBHO 3JeMeHTa — o, Torna cucrema (m) momyuaer Bux:
dx2rz~m+,g
0 ok e gl i e
O0xy den—m dxzn—m+g
0 0 0 g g ol o
0xy doc A dxz,,_m+0
0 0 . 017, 5% o G,
Jo= 0x; LR 083 piy  |=0
0 e PRI S gt el TN
ouy ou, Otdyy_y
o ST e ) .. @a—ml)  (2n—~mtol)
o e Twa o (12 On—m2 2 9
T et et n—m)...(2n—m2n—m) 2n—m-+o2n—m)

o=1...p—(2n—m).
Cuctema nunefinnix nuddepennuanbHbx ypaBHeHHUH:

S ST e Be s LR S of of
d4 8 ot gt o, . m
0 0 0 Oy o0u ony
axl axzn—m ox 2n—m--o0
0 0 0 (lu’”;1 Em—i o, =y
9% O%ap—m 03 _mto =
0 O 0 X] X2n~m in—m+g
Jiy aum—l
o1y T Tox, =y £(11) t(2n—ml) t(2n—m+ol)
du
- o e —Xon_m t12n—m)... H(2n—m2n—m) t(2n—m+02n—m)
0 Xon—m dx2rz~m

oe=1...p- 2n—m)
— NOJNHas, TaKk KaK COOTBETCTBYMOINAs €i cucrtema Pfaff’a:

0 =X dx;, = ... -+ X,dx,—0,
dule---duquO,

du1 dum—l
’_“a;dtl-—.---—- dx1 dtm_l—det+t(ll)dx1+"'
- s E(plyde,—0,
s 1 — Xen_mt -t (120 — m) dix, 1 ...
dxzn—m - dx2n—m i — 1

oo 2(p2n — m) dx, =0,

€CTb CIOJHA HHTErpHpyeMas cuctema (g,) § 2.
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[TocaenHas cHCTeMa JHHeHHbX Au(pGdepeHuHanbHEIX YPaBHEHHH HMEET
BHIL:

of of of gl 5
(40 %+ Bo gy + +Cog ) tje=0, a=1...p—(Cn—m)

rae Ao, Be...Co He 3aBUCST OT tt,...tm_1, OTKyAa JIETKO BHJETb, 4YTO M
cucrema jo—0, p=1...p—(2n—m) TaKkike NOJHASA. HUrak, cucreMa
(m) — noanas (¥). Mckomas QyHKUHA Um JAOMKHAE 6LITH HE3ABHCHMBIM OT
ly...Un—1 PEUICHUEM IONHOH CHCTEMHl (m). Uro kacaeTcsi BTOPOro ycJo-
BHS, TO OHO 110 TeopeMe V BHIIOJHAETCS B HEKOTOPOH 06/MacTH sl BCAKOTO
pelIeHusi CHCTEMBL (#12), HE3aBHCHUMOIO OT X ...Um—1- OyHKUUA Un NOMKHA
6LITh KAKMM-IHO0 HE3ABUCHMbIM OT [ ...Hpn—1 PEUIEHHEM IIONHOH CHCTe-
Mel (m). Ona Ha#ineHa, u puddepeHnranbHoe BbIpaXCHHE O HMeeT B.HEKO-
TOpO# 061aCTH /-WIEHHYIO NPOCTEHIIYIO POPMY, 3aK/II0HAIOILYIO0 Aty Bllnns
MOXHO [OKA3aThb, 4TO HE BCe ONpexenuTend crenenu 2n—m —1:

ou, du, .du, ou,
_0?1 e 0% dxz+1 0Xan—m
Oty  Ollm Ollm  Olm
2%, Ok O i te= s dn
Xy o Xia Kot ooollonm
g 0 gh= s 0

77;1” 0Xi—1 00Xyt O o | o 8t
Xl Xt‘—l Xz+1 Xgn-m

-

06pamaoTcss B HeH TOXIECTBEHHO B HYJIb. Vnaue, no c¢opmyae (d) § 1
B KOTOPOH BMECTO /7 MOLCTaB/JEHO m-1, cnexosano Obl, 4TO

0l ncuptllip e .1l
o) (t, Xyoe o Xia Xig1+ o Xen—m

=0, i=1...2n—m,

U, MO3TOMY, OTJIMUHLIA OT HYJs ONPENETHTE/b:

Oty ... n, tUp ... tU,)
0 (tx, . . - Xan—m)

‘uMmeJs 6B BHI:
0(111 e .ll,;Um+1--- Un) :

tn—m Um
d (JCI o e xzn_m)

OTKyJAa:
d(u] . ..unUm+1'-- Uﬂ)zo

U,=0,
= dlx, "« Kann)

(*) Ecam B HekoTopo# o06MacTH ONMH H3 K03(QQHUHEHTOB U, ... U, BanpuMep,
U,=0, To u3 TOro o6CTOATENbCTBA, YTO CHCTEMA (m) uMeeT 27 — m He3aBHCHMBIX DeELICHHH

U i,

=
, TaKXKe CaeJ0Ban0 Obl, 4TO cHcTeMa (1) MOJHAS.

el Sy
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Ho, ¢ npyro#t croposns:

Ol ot L, )
d(txl---x2n~m,)

=0 j=m-|+1..

OTKYyZld, Ha TOM K€ OCHOBAHHH, CJEI0BAJIO 651, qTo

Bl e Bt e hn e
t l]j d(xl---x;zﬂ__nz) ¥O j‘m+1-.n

U [OTOMY

U=0 j=m-++1...n

T. €. mpocrefimas ¢opma AuddepeHnUANbHOTO BHIPaXCHHS © 6B GBI
mM-4NEHHOH, 4TO HEBO3MOXHO, TaK Kak n >m. Hame yTeepxmienue mnoxa-
3aHo. [lycts, Hanpumep:

du, ou,
ST e
U, Ollyy,
Gt G =0,
X wiin . X2n~m~1
e 0
ax, B R RN
i e

T. €. Ha ocHOBanuu dopmynn (d) § | ¢ sameHoli m wa m — 1 npu t=0
nyCTh
@OLREL 2 cGr )
Lk« i)

=0

B HEKOTOpO#t obnactu E, < E, ;.
[lonaras B npeablayuieM usaoxeHnn m=—1, 2...n— 1, mHalizem
QYHKUMH &, ... 1, 1 npocTedimelt GopMbI:

n

w—z U:du;.
1

[Tycts, Hakonew, m=n_>1.

s onpeneneunss GyHKuud u, (n>>1) no/mxHO NOCTyNnaTh HHauye, IIO-
TOMy 4TO TeopeMa I (caywad b) yxe HenmparoKHMa B BUAY TOrO, HTO
nudepennuanbaeEe BolpakeHus o, du, .. .du, 1uHefiHo 3aBucuMe. Heo6xo-
AUMOE ¥ NOCTATOYHOE YCJIOBHE I/l TOTO, YTO6H du, BXOXUI C di, ... d,
B ONHY H Ty XE NPOCTEHIIYIO 7-WIEHHYIO dopmy, cocrout, oueBMIHO,
B TOM, 4TOOH o, du, ...du, 6uaM JAHHEHHO B3aBHCHMEL CrnenoBaTenbHo,
€CTH 0GO3HAYMTb I, Yepes f, HEOGXOAUMOE M JOCTATOUHO® VCJOBHE AJIS
yHKIMH f ecTb, 4TOOH OHA GBI HE3ABHCHMBIM OT I . .. Hn_q pelleHueM
CHCTeMbl JHHEHHBIX NU(P(EepeHnHanbHbIX ypaBHEHHI:
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g iy
05, dx, |
du, Oy |
ax, 9.
S0 S e e
al'l;z*1 S aun—l
0r 0xs
X}' e e XS
KOTOpas B CHJAy HEDABEHCTBA:
O O
0x, 0%,
Oty _1 e Oty 1 =
ox, 0%y
SR ¥
3aK/II0YaeT TOJBKO p — /i HE3aBHCHMBIX YDaBHEHM:
fodle e
ax; 0Xn OXniy z
Ou,  du duy
i
Ottn1  Olln—y Ollp—
o0x 0Xn O0Xnio
Pombms I

Tak kak IudoepeHiuasbHOe BHDaXEeHHE © HMEET B 064acTH Ly
npocTeifmyo n-unieHHYI0 (GOPMY, B KOTODYX BXOAAT d#...dU,, CHCTEMA
(n) uMeer 7 He3aBUCHMBIX DEILIEHHH H, CIEI0BATE/bHO, €CTh CHCTEMA NOJIHAS.
EnuHCTBEHHOE HE3aBUCHMOE OT I ... l,—1 PpELIEHHE ee¢ €CTh HCKOoMasd
byuxuus u, Hrak, Bce QyHkuun u; i=1...7n onpeaeaeHs.

OueBHIHO, uTO B HekoTtopoid o6nactu E,<E, i

d(ul...un)>0

Pl e
Mexannueckuil mpouecc onpexpeseHuss (QyHKuuE &, i=1...7 TaxoB:
ec/M BHIMOJHEHH HEOGXOMMMEIE M HOCTATOYHBIE YCJIOBHS NMPHBEIEHUS UG-
(epennuanbHOro BBHIPAXKEHHS K A-WIEHHOW mnpocredmeir gopme, T. e.
ecny, No KpaiHeH Mepe, OJMH CHMBOJHYECKHH OMNPEIENUTENb CTENeHH

2n—1, rne 1<_n<”;£'1,
Xr Xs
_i d r s—1
d)C,- dxs i | i
[y o e
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OT/IMYEH OT HyJsl B HEKOTOPOH o6sactu £ H e€c1H BCe CHMBOJHYECKHE
ONpeNeNHTeNH cTenenu 27— 1

e
R gt

dx, dxs n
S a0

€C/IH TaKOBble MOryT OHITH YCTAaHOB/IEHB, OOpAIAlOTCA B HEH TOXJe-
CTBEHHO B HyJb, M €CJAH, HallpUMED:

X1 et X2n~1

0 0
| (x, Bt i~
l Xl e X2n71

TO ecnd OQYHKHHH 4 ...Un—y (0<<m— 1< n) yxe onpemejseHsl H ecau
B HEKOTODOH obsactu E,_, < E, onpenenure/nb, HanpHMep:

ow,  Odu,
dxl dx2n~m

aum—l' .dum~1

0x, O Nori o =0
Xynn N
0 cae a
dx; OXon—m|n—m
X, ... Xonm

Gyskuua 4, (1<<m<n) gomxHa OHTb KAKUM-THGO HE3aBHCHMBIM OT
&y ...Um—y PEUIEHUEM IOJHOH CHCTEMH p— (2n— m) aunefinbix nudde-
PEHIHANbHBIX yPDaBHEHHH: \

e of,
dxl dx'zn—m den—m+Q
du, oy du,
dJCl _dxzn-m dxzn—m-}-g
dum-—l.“ OB g4 0l =—()

Oy O gy OXidy s
Xl S X2n~m X2n—m+@
0 =5 0
L . OXon—mip| B — M
Kb b Kaplw Kowznda

e=1...p . (2n—m).

L___;.._-——--——



Merton maTerpuposadis luddepedunassuoro ypasrenus Plaff'a 47
Eciu ¢yHkuus u,(m< n) onpenenesa, TO HE BCe ONpeXEaHTeNH
cTeneHu 2n-—m —1:

di; - ow, o, ou,
d-xl dxi—l dxH—l 0x2n-m ‘

on ., Oy, Ol Ol

dxl 0X—1 dxi—{—l i 0 Xon— s i— 1 . 2n—m
Ky ot D Kapiee - Xon-m
d 0 d 0

By o Oitie O o Doy | it il
Xypoo, Koy Xops 00Koym

B ob6sactd £, _; TOXIECTBEHHO 00paIlalTCcsa B HYJb.

Ecau 2n—1—=p, QyHKUHS 4; NPOU3BOJBHA.

2. lepeiinem Ttemepb k ompepeneHuio Kosduuuentos U; i=1...n.
M3 ypaBHeHus:

n

P
e Ek Xode— 2:' Udu;
1 3
CIRMYET, UTO

. du[
Xk:ZIUiTJCk, kzlp

d(ul...u,,)>0

BeremcTBue HE3aBUCHMOCTH (QYHKIHE #;, i:1...n< =
. 0% ... %)

B 06JaCcTH En> H BCJACICTBHE TOXKIECTB:

ou,  Ou
ox, 0%
%___Wn I e |
dx, dxs
e X

3Ta CHCTeMa p JIHHEHHBIX HEOIZHOPOJHBIX YyDaBHEHUH OTHOCHUTEIBHO n
Heu3BecTHHX U/, i=1...7 3aK/a04aeT TOJbKO 7 HE3dBHCHUMBIX YDaBHEHHH,
KOTOpble W ONpee]stioT MX, M npocredimas ¢dopma aud¢epeHIHantbHoro
BHIDaX<EHUA @ OINpeJeseHa.

Mel panu, TakuM 00pas3oM, ABa METOJa OIpelLe/neHHs NpocTeiluei
dopmbl.. O6a oHM He 3aBHCAT OT YETHOCTH Knaacca Au(¢epeHnHanbHOro
BHIpaXKEHHsS . BTopoif MeroJ MMeEer nepej NEePBHIM HE TOJNBKO TO MPEUMY-
IecTBo, 4TO AH(epeHuuHanbHble ypaBHEHHS, ONpPEeLEe/AoNMe QyHK MU
u;, i=1...n (cucrems (1), (2)...(m)), paspemienbl OTHOCUTENbHO YaCTHBIX
MpOU3BOJAHLIX, HO TaKXKe W TO, YTO B HEM Ml He MoJib3yemcs audgepeH-
HaJbHEIMA ypaBHEHHAMH (A) § 1, BHIBOAHMBIME B TEODHH KaHOHHYECKHX
¢opM, U 4YTO OH, TaKMM 0O06pa30M, MEHEE 3aBUCHT OT MOCACIHEH; /s €ro

Tt

i
I
§
:
i
5
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060CHOBAHHUS HYXHBl M3 5TOH TEODHH TOJbHKO HEOOXOAMMBIE H JOCTATOYHbLIE
YCJIOBHSI NPHBOAMMOCTH JAHHOrO IH(Q(GEPEHIMANbHOrO BEIPDAXEHUT ® K KaHO-
HHYECKOH YETHOH, HJIH HedeTHOH ¢opme. Eciu 3TH yCa0OBHS BBIBOIUTH
naugeiM  G. Darboux (*) cnoco6oM, npensjaraeMbli MeTOX MpenCTABASET
Haub0/AbIIYI0 NPOCTOTY.

O6a 5TH MeToma, KaK CKa3aHO, HE 3aBHUCAT OT YETHOCTH KJacca -
(bepeHIHaNbHOrO BbIPAXEHUS . MOXHO, OHAKO, PACCMaTPUBATh OTHENbHO
clyyall 4eTHOTO M HEUeTHOro KJjacca.

3. Kanonuueckas rn-unesHaa dopma guddepeHunasbHOr0  BhIpaXe-
HHMs O —4eTHAs, WIH HEYeTHasi, CMOTPs IO TOMYy, OJHA JH U Ta Xe 2n
HauBBHICIIAA CTENEeHb OTJAHYHBIX OT HyJd IVIABHBIX MHHOPOB KOCHX CHM-
MeTpuueckux omnpenenuteneit A, A, (§ 2), u1g oHa paBHA COOTBETCTBEHHO
2n—2, 2n. MoXHO BMECTO IVIaBHBIX MHHODOB pacCMaTpUBaTh HX KBaJpart-
Hble KODHH. KBajpaTHble KODHM KOCEIX CHMMETPHYECKHX onpenenmeneu
cTenenu 29 (L p-+1):

Ny oy
(_rr) S (99)-.-(90)

). (59 % o).

paBHbl o ¢dopmyaam (b;), (¢,) § 1 coorBercTBEHHO:

e Gtk
_Jr_l ox dx + 1 _d_. 70_
T | il E | 8 5 s 05
9l ¥ x |9 oL
Lol e e Xy :

[Tonyuaercs TakuM o6pasom
Teopema VI Knacc nuddepeHIHaNIbHOTO BHIDAXKEHHS:

P
= Zk Xkdxk
1

paBeH 2n, uiu 27 —1, cMOTpS 1O TOMy, OYAYT JIH HAaHBBICLIME CTENEHH
OT/IMYHBIX OT HyJs CHMBOJHYECKHX OMpeNeTHTeNeH:

‘ Wy A ;
9] o) F 3
dx,“'dxs - et s s il o)
g %y dxﬂ’k
Xr .o X.S' XQ‘ Xg ‘

COOTBETCTBEHHO 2n, 2n—1, wau 2n—2, 2n —1.
Onpenenenue ueTHOH KaHOHMYECKOH (OPMBI TOXIECTBEHHO C H3/10-
JKEHHBEIM BHIIIE ONpeIeseHHeM MNpocTedined QOpMEl, TaK Kak OHHM TOXIE-

(¥) Bull. d. sc. math. et astr., 2-me Série, 1882.
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cTBenHsl. [109TOMY paccMOTpUM OTZHENBHO TOJBKO BTOPOH cayuail. Ilycrs,
HANpHMeDp,

Xl DRI XZn_l d a
dx s 0Xon_1 1 =4 (?;:.1 i);Zn—z n=—1 .
Xl . v Xgn._l § s ’ bR Lokl

B HEKOTOpO# 061aCTH £, M NMyCTb ONPENENHTEJH 3TOT0 BHAA, HO BHICIICH
cTenenu o6pamalnTcs B Heil ToxaecTBeHHO B Hyap. Torma au¢pdepen-
MaJbHOE BLPAXEHHE 0 TPHBOIKTCA K HEUETHOH #-WICHHOH KaHOHHYE-
ckoit (opme

o =du, -+ Y Uduy.

3aiiMemcs onpenenenuem QYHKIMH 1. Tak kak nuddepenuuansHoe
BHIpAXeHHEe ©— dil, TIPUBOJUTCA K 12— l-WICHHOH mpocTekiei dbopme

n

2

10 mo TeopeMme Il, ecan B HEeH 'BMECTO ® W 7 MOJCTaBHTH COOTBETCTBEHHO
©—du, ¥ n—1, HEOGXOIMMOE M NOCTATOYHOE YCJAOBHE NI QYHKIHH 4,
COCTOHT B TOM, u4TOGE OHa yIOB/JETBOPsJA CHCTEME JHHEHHBIX HEOIHO-
porupx AH(GepeHUHalbHEX ypaBHEHHH
0 0
WIARE o e

Dy T
(1" d g sl oroie=l.. 5
Ox, o |
et

¥ uyToGH O KpaiHeH Mepe OIHH CHMBOJMYECKHH OMNPeAeIMTENb CTe-
neud 2n—3

‘X,—— 9 - Xo— 7

= 5 ,
DA J Pk =1000p
gx; 0x: \pp—9

Xr Xs

ecau n>1, gas f=u, Gbla oTMueH OT HyJs. [locaeiHee ycaoBHe BCeria
cobnionaercs B Hexotopo#t obnactu E'< E, Tak Kak HHaye no Teopeme II
nuddepeHnuanbHoe  Bhlpaxenne o —di npuBOAMIOCE-GBl K Haumboiee
7 — 9-yJeHHOH, a, CJAeLOoBaTeéNbHO, AHQ@EepeHIHarsbHOe BEIPAXEHHE O
x HafiGonee n—1l-unenHol mpocTeHmel Gopme.

Bepuwmerin. Haykosi sanucky, Bam. IIT 4

{
!
i
It
j
|

ma=ac

o e A

o B i, ot At I
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Hrak, #; nomxkHa OHTb KakuM-1H60 pemenHeM cuctemsl (1'). Ecan
2n—1=p, 3Ta CHCTEMa 3aK/JIOYaeT TOJbKO OIHO yPaBHEHHE:

af e X9n—1 e df

L 0x; 0Xan—1

B oxie, wA 'l =1
0%, Oy bip =]
e s B

pelieHHe KOTOPOro f=@,--@(Py...Pan 1), THE @;...@P2,1 HEKOTOPHIE
He3aBHCHMBblE (QYHKLUHH OT X...Xp 4 ¢ — NPOU3BOJAbHAA (QYHKUHA, H HaeT
HCKOMYIO (DYyHKIHIO.

Nycte Teneps 27 —1<p.

OuddepennnanpHoe BHpaxeHHe o —df TNPHBOAUTCA K A-UIEHHOH
npoctefimen gopme

o — df =d(uy— -+ Sy Uduy

[TosTomy, us Qopmyanl (d,) § 1 crenyer, ecau B Hell BMECTO @ H #, NMOX-
CTaBHUTb @ —df U 4y —f, uTo cucrema (1') TOXIECTBEHHA C CHCTEMOH

it tini e ldie ot < 1. . p

50 %)
Tak xak, manee,
0 0
ox, 0Xan— . =0
Xl CHOR in—z
HIH
 Biihan e
dxl deﬂvg = O’
gl ) o s R oL
R R !

TO U3 Gopmynsl (b,) § 1, ecin B Hel BMECTO @ M # MOACTABUTbL COOTBET-
CTBEHHO ® — du, U n — 1, cregyer, 4to

d(ug...lln, UQ--'Uﬂ).>O
N Tk o

[TosTomy, cucrema (1) 3akarouaer ToNbKO p—(2n—2)>1 HE3aBHCHMBIX
YPaBHEHHH

0 or d
X1 == T){; s Koo — d)Cg,j:;g ’ inwi’-}—g = _—OXQH{2+9
(1" 0 d ad =0,
e OXons 0Xan—24 n—1
S enin Xon2 Kon—pio

o=1...p—=(2n=2).
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C npyro# CTOpOHBH M3 BHIIIEH3/J0XEHHOTO BTOPOrO0 MeTOJa OIpenene-
HUS npocTelmreds QOPMH CAeAYET, YTO HCKOoMas GYHKIHUS &, JOJIKHA TAKKe
VAOBJETBODATL NOJHOH cHCTeMe p— (2n— 1) JIMHEHHBIX OJHODOXHEIX AHO-
(hepeHUHATbHBIX YPaBHEHHI

o ofy. (v

dxl dx?n—l : dx2rz~1—-}—g
X1 O Xﬂrz—l, X2n—1+g

— ]
axl den—i ax2ﬂ—1—{—g 7n—
Xl sie e XZn—l, X‘zn—l—lrg

xoTopas mo ¢dopmyne (e;) § 1 ToxIecTBEHHA C CHCTEMOM

By 5 i o ) 55
d(xl e Koo 1, xQﬂ—1+Q) S

0, o=1...p—(2n—1).

MoxxHo nokasate, 4T0 cuctema (1”) paBHOCH/IBHA CHCTEME

X0 2 o B

0%, 0X2p—1
0 a =,
Fg 0Xon—1 n—1
Ay Xon—1
E e

dJCl 0Xon—1 ; dx2ﬂ—1+9
Xl e Xgn_l, inil—;»g
0 0 d
dxl &b O0Xon—1 : ax2rz—2+o n—1
X oo Bt =K Sy

=0..(17),

o=1...p—(2n—1).

mnr

B camom gene cucremsr (17), (1
COOTBETCTBEHHO

) MoryT ObITh NpENCTaBJAEHH B GOopMe

Oty —F, Moo i n . o L)
= = =0, o=1...p—(2n—2
@ 0(Xy « . Xan—2, Xan—240) . H i)

d(ul—f, uz.-nun, UQ-..Un):O d(f. lll...llm Ug...Un)A

) —()
d(xl o Xgn_1) d(xl coaXop 1, .’C2,1_1_|_Q)

)

9==1...p——(2ﬁ—1).

B i i
NP

T T AT

=

e e

— -
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HNuddepennuanprple ypaBHEeHHS

@ll s Buclon sl .
0()61 Wt e x271—1+9) H

0,

d(”’l—fp Wy...0n, UQUII) e

0
OLxy - -« Xah—1, Xoistko) :

o=1...p—(2un—1),
PABHOCHUJIBHEIM YDaBHEHUAM

0y, —f .- by Up...Un) Oty .0, Usy...Un)

=)
(3(x1 oo Xon—1, xzn_1+9) d(xl 5 Xgn_g)

o=1...p—(2n—1),

TaK KaK BTOPOH MHOXHTEIb He DaBEH HYJIIO.
[To TeopemMe 0 MHHOpAax MPOM3BOJHOTO ONPENENHTENsS 3TH NMOCACAHHE
yPaBHEHUsS] MOXHO NPEACTaBHTL B BHIE

Ay —F . ln, bge.ithn) Oy lln, Uy Up)

d(xl i JCQn71) d(Xl oo v Xop 3, .?Cz,z;l_*_g) ¥
O —f Uy ttn, Uy . Uy ol i .o i L) =
d(xl S oy xz,,;l_;_g) d(xl B X2n¥1)

o—1...p—(@n—1),
yTO M JOKa3blBaeT yrTBepkaenue. DyHKUMA #; [0MkKHA OBITb TaKHUM
o6pasoM kakuM Ja#GO pemeHneM cucteMbl (17). Ee pemreHue HaXOIUTCA
crenyomuM 06pasoM: IyCTb Uy...TUsz—1 OYAYT BCe 2r— 1 HE3aBHCHMEBIE
peIIeHHs NMOJHOH cucTeMnl p— (27— 1) JHHEHHBIX ONHOPOAHHX IHOe-
: peHIHaNbHLIX YPaBHEHUH

i L of
0x1 dXQn_l ' dz\fgn,1+9
Xl (R X:m—l; XEn—H—g
M 5 9 9

dxl 4 derz—l - d&gn_l_}_g | !

Xl e X?n—la XZn—1+g r

BBeleM HX, KdK HOBLIE IepeMeHHble HesaBHCHMbe, B cuctemy (17)
BMECTO X, ...Xsn—1. lOrza cucrema (1”) npumeT BHI

daf ar v of
Bl S o S0, BT R G
i V. 5 R o T o, V=0 "iriie 0, 0=1...p—(2n )
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' Moxuno mokasath, uTo Vi ... Ve,y, V HE B3aBHCAT OT Xon—ito
o=1...p—(2n—1). B camom zene, nepBoe nudpdepeHunanpHOe ypaBHe-
Hue cHcrembl (17)

d af
1X1“— 03{1 "'in— ._B-X:Zn—i l
d 0 =
0x, OXanci | fi ok
Ay G

TOXIECTBEHHO C ypaBHEHHEM

Qliy—Fiy My iy, U,y 0 0UG)

ST i

H 1o/7yyaeT [OCIE YKA3aHHOTO NPpeo6pasoBaHUs BHJ

O(u,—Ff Uy .ty Uy.. . Uy) (0, o Wga s}
(d (’(/1 = 'U2n—1) d(xl ‘i .xz,,_l) Vs

0,

HJIH BHI
0(111—-f, lLZ...Ll,,, Uz...Un) _—_—O
(@0 Pai1) i

Ho Tax kak cucrema (1) TOXIECTBEHHA C CHCTEMOU

BT s s Al )
d(xl v X, XQ,;_H_Q)

=0, o=1...p—(2n—1),

TO U, ...Vep—1 CyTh HE3aBHCHMBIE OYHKIHH OT 4. ..U4n, Us...Un H 0GpPaTHO
Uy...ln Us...U, cyTb QYHKUHH T;...7TU2s—1 TOJBKO.
TlostoMy, AnddepeHLHaNbHOE yDaBHEHHE

d(ul—‘f, lLQ...ll,;, Uz..-Un
0(Vy - . Vona)

= 0.

UJH ypaBHEHHE

of of
Vi 5771“1— + Vans e + V=0,
fI¢ 3ABHCHUT OT Xeptde; 0=1...p—(2n—1).
PelneHHe 3TOro ypaBHEHHS

= (P1+ @ (Pg. .. Pan_1),

TAE @ ...Q2.—1 — ONPEAE/]CHHHE HE3aBHCHMBIE QYHKUHH Ty...TUsm—1, 4
@ — npou3BoabHas QYHKUHS, Npeo6pasoBaHHas K HAYaNbHHM HE3aBHCHMHM
NEPEMEHHBIM X, ...Xp, L3ET HCKOMYIO (QYHKLHMIO I;.

Ocranpubie QyHKUHY &; Uj, j=2... n ONPELEASIOTCA BHIICHANT0XEHHHIM
METOLOM, €C/JIH BMECTO @ M 7 TMOJOXHTb COOTBETCTBEHHO @ —du; U n—1.
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Taxum o6pasom, GyHKUHS #; LOJ/KHA BO BCEX CAy4asX YIOBJIETBOPATH
U nuddepeHHaIbHOMY ypaBHEHHIO

0x 0x
Ko K
0 7, =,
0x Fakbr, Dy n—1
2 s Xy

Mexny TeM GyHKuHS #, npocreruell GopMu

n

0 2 Udu,

1

Toro xe Aud@epeHIHasbHOIO BHIDAXKEHHA B CAydae 2n-——1=p mnpous-
BOJbHA, B cayuae 2n— 1< p NOJMKHA yJOBJIETBODATH TOJBKO cHcTeMme (1),
OT KOTODOH BHIIENDHBEICHHOE HEOAHOPDOJHOE YyDAaBHEHHE HE3aBHCHMO.
Orclona cnenyer, 4yTo KaHOHHYECKas HeueTHas popma guddepeHIHaTbHOIO
BHIDAXKEHHS  HEUETHOrO KJacca, ecTh YacTHYHBIM cayuyafi BooOlue, ero
npocreimen GopMH, KOrjga MNepeMeHHEIE 4, i=1...n onpereneHH Tak,
uTO ONHH H3 Ko3(hduuuentos U, i=1...n paBeH eZHHHULE.

§ 4

Tenepr nepefizeM K HHTErDHDOBAHMIO IAHHOTO XHQQEpPEeHIHaAbHOTO
ypaBHenus Pfaff’a
p
0= Yt Xpdx,=0, ()

1

MBI NpHBOJIHM €ro JeBylo 4acTb ® K npocteimeil ¢opme. Ilycte oHa Oyzer

n — YJIeHHOH
n

o="3:Udu, 1<n<%ﬁi,

1

TaK 4TO JaHHOE AH(@depeHuHaJbHOEe ypaBHEHHE NMPHHUMAaeT BHI
i
me— Yithii=0
1

MoryT npeicTaBHUTLCS IBa CAyuas.
1. IlycTb BcaexcTBHE HCKOMBIX HHTErpasiioB Ha Bce K0ahOHUHEHTH!
U;, i=1...n obpamarorci B Hynb. CrnemoBatenbHo, Hanpumep, U;=0

B HEKOTODOH 06JacTH NepeMEeHHBIX HEe3aBHCHMHX X,,..X, H IepeMeHHHe

U, U
uy...U, 72 s 7” HE3aBUCHMHEI. TOI‘}IH BCJIENCTBHE HCKOMBIX HHTErpaJsoB
- 1




Meton HETEFpHpOBaHHs nuddepenunaipaoro ypasnenns Plaif:a 55

IOJIKHO OBITH
il
du, -+ N L du,—0, I
1 A;l Ul 4 ( )

OTKyJZa C/IeAyeT, uTO i, JOJKHA 6bITh QYHKUUEH U,...Hn.
[Tycte BOOOIWIE

us:fs(um—i—l...un), S:=1 m,

TI€ Umti... Un HedaBHCHMBL [uddepeHuuanbHOe ypaBHEHHE (I) npHHH-
MaeT BCAEeICTBHE 3THX MOCJEIHHX COOTHOLIEHHH BHI

n—m , a m U_; d 2 UmJ_
Et < fl JV_ 25 f —E_ U : t) dum-H — O,
N o 1

Ollmit U, Ottt

OTKyZa 10 HE3aBHCHMOCTH OYHKUMHA Upt:... Un

= lp——a.

dllm_H 71 dum+¢ Ul e

of, +3 U b L

O6paTHO, Ha OCHOBAaHHH 7 yPaBHEHHUH

s == (b oo By - 8=

- = =
Olly it UZ dll,,ﬂ.t y Ul ;

e +é5 Ue Ofs | B g gt
yIOBJAeTBOpSIeTCS Au((pepeHManbHoe ypaBHEHHE (I') u, cnenoBaTenbHO,
nuddepenuuanpuoe ypassenue (I).

DTH ypaBHeHHs COBMECTHbI, HE3aBHCHMbI, HEOOXOJIUMBl B paccMaTpH-
BaEMOM CJyuyae H JOCTAaTOYHBL.

DTH 7 ypaBHeHHuH, UM yPaBHEHUH
w

s O
uszfs(um+1 ...un:), S—=1on, Um—‘rt“l_Es U f :O, t—=1...m—n,
1

3 dum—H

rae U, =0, npecTasIsiOT B PACCMATPHBAEMOM CIyae HCKOMHE HHTETPAILI
B HaUMEHbIIEM 4YHCJE.

Ecnu m=n, OHH MMEIOT BUI #4;=C; L= 1..-n, TAe ¢;— NPOU3BOJE-
Hble TOCTOSIHHBIE, H NPEACTaB/IAIOT CHCTEMY 7 MOJHBIX HHTErpaaoB.

9 Fcad BCAGICTBME HCKOMBIX MHTErpasoB BCe KO3 (HIHEHTH
U; i=—1...n IOMKHE TOXJIECTBEHHO OOpAaTHTbCA B HYyJb, 3TOT cyuaH
BO3MOKEH TOJBKO TOrZa, ecau ypasHemus U; i=1...n COBMECTHBL ITH
ypaBHeHHs] MOTYT TOTrJA MPENCTaBHTh CHCTRMY MHTErpasoB, HO HHCIO HEsa-
BHCHMBEIX MOXKeT OHITb H MEHbIUE, 4eM 7. '

Ecnmn  nuddepennyasbHoe BbIPaXeHHe © MNPUBOIMTCA K - BOOOIIE
n—uneHHoR dopme ’
W= Et U;du;,

1

Sy e i

"
!



56 L. Pyccosan

rie ¢yskuud u; i=1...n HeaaBucHMBl, TO au(pdepeHIHATbHOE ypaBHe-
HHE @ =0 HHTErPHPYETCH 72 HE3aBHCHUMBLIMH ITOJHBIMH MHTEIPaNaMH I, = C;
i=1---n, u 06paTHO, B UEM JIErKO YOENMTHCH, NPHUHSIB HE3ABHCHMHEE
(yHKUMU #; i=1...n 32 HOBHIE HE3aBHCHMEIE nepemennele. Orcroma cae-
AYeT, 4TO ecAH npocrefmas dopMa nHOPEPeHUHaNbHOrO BHIPAXKEHHS
@ n—uneHHasg, To aud¢epeHuManbHOE ypaBHeHHE ® = (0 HHTErpHpyeTCs
HAaMMEHDbIIHM YHC/AOM 71 MOJHBIX HHTErpaaoB, H OGpaTHO.

Orcroza )

Teopema VII. Haumenbiuee uHC/IO NOMHBIX HHTErPasioB AHQPepeH-
uuanbHOro ypasHeHus Plaff’a

P
w:Zkadxk:O
1

P11
9

HE NPEBOCXOIHUT Heobxoxumoe H 1xocratounoe yciosHe, - uToGH

1
OHO OBLTO paBHO KQ% » COCTOHT B TOM, YTOOBl HAUBHICILIAS CTeNENb

\ &

OTVIMYHBIX OT HyJ/Ifl CHMBOJIHYECKHX ONpEeAeNHTeNeH

:X, i A

0 0
PTARAIIE T L
Ar . A

6nl1a paBHa 27— 1.

[pumep. Tlycts Gymer maHo muddepeHnuHatbHOE ypaBHerme
&) 0, |, oy 5y oty L g ol 35, . D

(E. Goursat, 1. c.). B atom cayuae p—>5.
CHMBOMHUYECKHA ONPENEIUTEND MATOH CTEeNeHH

R e S

0x. Ox, 0x. Ox. Ox.l0|" il A "
g Ox, Ok, 0%, 0% |2 210y Fy - 25— 2, x5)

AT S e )

HE PaBeH TOXIECTBEHHO HyMio. Ilycte B HexoTOpo# obnactu E x; -4 x,
X3+ X4+ %, =0. U3 ycnosuss 2n—1—=>5 HAaxouM, uTO HAHHOE Tudde-
PEHIHANBHOE BEIDAXEHHE ® HMET 3-X WIGHHYIO NpoCTefimyio opmy

w = Uldlllz Ugdu2+U3 dllg,

rae QyHKUua u;, npousBoabHa. [lycth 1, — X,
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CHMBOJMHYECKHA OMpeNeIUTeNb YETBEPTOH CTENEHH
ou, du, Ou, Ouy
0 0
Oy O kg g D
X5 Xo Xy
o e s IR0 g =
Imd el e e o
Ok, Okt 0% ik, | | . S £
SE L 5 %
Xl ){'2 X; X5 i ik 2 4
He PaBeH TOXIEeCTBeHHO Hyamo. [lycTs B o6aactu E, < £, x,=0. Pynxuus

U, NOMKHA ObITh KaKMM-THOO HE3aBHCHMEIM OT X; DELICHHEM JHHEHHOrO

AuddepeHHaILHOIO YpaBHEHHS

o o o o o
0%, O, 0%, Ox; 0%
1 0 <0 g% 0
ST e R YO R
0 9l
10x; 0xy, 0x3 0xy 0x;
B T e
T. €. YPaBHEHHS
0
(x9+x4)df xldeF 4dx (%“"%)T{_:O
OnHo H3 ero pemeHdH, HE3aBHCHMOE OT X;, ecTh %—log&.
4
s — j%i— — log x,.
Onpenenurens:
Ouy, Ou, Ou|
0% n, Ok, . ? g
Oty O, 08 =)0 5 Dy
L T T 5
Bool - Ky B SEK Si

OTJAHYEH OT HyAA B obnactu L, =FE,.

dyukUUsS u; HOMKHA OBITh €IMHCTBEHHHIM, HE3aBHCHMBIM

jccz log x, pelueHHeM TOJHOH CHUCTEMBL:

4
F o o o |A A A ¥
dk,” 0%, 0%, o0k dx,; Yox,' X, ox.
L R G O Uh l
g, 0%y S8y 0k w20, o | kG O% 508,  Dhe—10
duy  Ouy, Ou, Ouy gy Oty Oty Oy
Ok Oxy O 0% . SR TN T
Yo CERA Ko N e

[Tycte

oT
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T. €. CHCTEMDI:

G e e e e
o0k, ax, dx, O G SO

e el gl Al labig et geie
Xy Xy Xy

x5 25 X, N TR

9 2 9 g
d 0
A PO
OHO ecTh: y s
g Koy — X4 X5 4B X1 X4 —~ X1 Xo log x, — %10g2x4.

X4 Xy
I/ITaK,, byBKUMY 1y, Uy, Uy CYTH:

logx4—%jlog9x e

X9 XoXg— X X5 | XiXy—X X
Uy =X, U——"—l0gx, U;=—== 2 =
% S gXy Ug X, == x,
Koadduuuenrsr U, U,, U; onpenensioTcs H3 CUCTEMbl O-TH JHHEH-
HEIX YDaBHEHHH:

Xy Xy 1 1 Xz %
x;=U, -} Ug(——ﬁlog)g—alog‘zx4 s Xy=— 2+U3,,/~-{——10gx4 ’
Xy 2 X, \ Xy X,
% Xo—x, X1 Xo —— XX, — XoX. '
x2=U3+U2 2 x3=——U2 zt 4-}—U3 L8 Tl 124 2
Xy Xy Xy

X1 X X
— = 02 log Xy — —L IOg Ky X — U37
X4~ Xy )

U3 KOTODBIX HE3aBHCHMBEI TOJBKO TDH:

, g
N x4 2
e [ odoa 58 \ 28
xl—EU2+U3 \Z+x_410gx4/]7 x4—-U3-
M3 HHX Haxomum, 4TO:
U= xy — (X} % log x, TL%% log® x,, Uy=x,X, — x3x, — x, X logx,, Us=x,,
TaK 4TO:

. X o
e [xs —= (%o x log x, - “2_4 log® x4:| dx; = (X%, — x5, — x,%, log x,)

X \ [ XoXg—= XXy | Xy Xy~ XyXo e > g
d<x iogx4/—|—x4d'\ = e e log x, — 5" log? %,

4
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CHCTeMa HAHMEHBILIEro uuc/ia (TPH) NOJNHBIX HHTErpanoB AuddepeH-
nuaJbHOr0 ypaBHEHHS @ =0 ecThb

Xo

XX XXy XX XX
xlzcl’ ._‘_logx-i: C‘)’ 2 3+ 4 __I_ i 4+ i
X, .

Xy Xy

logx,— % leg?x=C,

Cucrema Tpex uurerpanos U, = U, = U, =0 HeBO3MOXHaA.
Tax Kak OnmpeneJHTe/Nb:

l 0 0
8%, Oxs
]. Xk | B

npu p=>5, n=23 He cymecTByeT, AH(depeHIHaNbHOE BHIPAXKEHHE © IDH-
BONHTCA K TPEXUJEHHOH HeUYeTHOH KaHOHHUECKOH (opme:

o = du, + U,du, + Udus.

®ynxuus ©, onmpeneaseTcs H3 HEOJHOPOJHOTO JHHEAHOro IUdGepeH-
IIMaJbHOTO YDaBHEHHS:

g 0 2] a 0
x5—a—£ xl—?ajé xg——@]c—; x3~~d£4 Xy — d;]c;l
d 0 0 A J |=0,
0%, 0xy Oxy ox, 0%,
Ko %y " Xy X %4

WM ypaBHEHHS:

o) )
‘]‘ f+ ,{;*1“ +(§x_ X1~ Xg = K Xy T X5
Ero o6buiee pelreHHe ecTh:
3 5
fz—“g‘xf']\"'ﬁ (X Xg—x,F-25) - @ (e — Xy, Xg—%1, Xy— Xy, X3— %),

rge ¢ — npousBo/bHas Gyskuua. [IycTts, Hanpumep,

@ = (X — Xy) (X3 — Xy)
U MyCTh:
3 ) , |
= Tz‘x12”[r“x1 (Xo — X5 =2, %5) 4 (g — X;) (X3 — %) =

frenb e
o 9 _| |
"*—“7-"71 ~F XoXg - Xq (X, X5

L]
[Mepemennsle u,, Uy, U, Us ompenensiorcd, Kak NEpPEeMEHHbIE NpO-

crefitueit opmer Uydu, —+ Usdu; naddeperuanibHOro BePax)eHus:

0 — duy = (X, — %) dx; - (%, — Xg) AXo (X3 — Xy) A%y 1 (¥, — X5) dot,
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Tak kax CHMBOJIHYECKHH ONpEHENHTENb TPETbed CTEMeHH:

Xy X Ky c|x—x Xy =y Ky —X
&N TS R il T NS O
% - oy dxbt | dxy d%, Ll TR .
| Xy X A X=X Xi—X X3— X

He DaBeH TOXJECTBEHHO HYJIO, MOJOXHM, YTO B HEKOTODOH o6nactu £E< FE,
X, —x, =0.

OyHKUHSA 1, JOMKHA GHTb KaKHM-IMOO DELIeHHEM MO/JHOH CHCTeMB:

of B orsio OF of of of of of
0%, 0%y alysr 0%, d.x, 0x, 0%, 0%
X, — Xy X — Xy 0 x—x < 5 Xi—% X—% 0 x—x e
0 0 0 0 . 0 0 d 0 :
0x, 0%, gy 0K, dx, 0x, g, . AT
=Xy X=X O x—x, Xy =Xy Xy B Xy

T. €. CHCTEMHI:

f of oF

0
(xl_x-i)a;’i_(x.% — %) a—xg—(&—%) d—x4=
0 %) )
(x4—-x1)6§1+(x4——x3) aeﬂL(xdz"‘xl) W]:;:O-
Hesaeucumue pemenus ee cyTse:

X3 — Xy
Xy — Xy

Xy — X5 Xg— Xy

[TycTs:
u2 — XQ S xi.

Tak kak onpemenuTens:
ou, - 0n,
ax; " 0%,
XX
B obnactu E,, #; 10/kHA GHTh €IHHCTBEHHHM HE3aBHCHMHM OT Xp— X,
pELIeHHEM MOJHOH CHCTEMBI:

0 1

Xy— Xy X;— X5

=X, — X, =0,

S T R e e A
0x; dus  Px, L - 0%, 0x, ax, = -
0 1 0 . 0 1 —1 |7
X—x, x,—%; 0 X1 — Xy X—X3 X3— X,
‘ * Jf of of
ox, 0x, 0x;
0 1 g e

Xi—%X; Xy—Xg x4—x1\
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T. €. €ACTEMB]

i e g or
TR _I—d:qL o +0x-

0% dxg 0x,
OHo ecTb X; — X5 Koadduuuents U, . U; onpeensioTcs U3 ypaBHeHHH:
xl_x4:U37 xl—"-xg:UQ, xa""xlz—UQ, x4—x1:—U3,
OTKyaa: Uy=X;— X3, Usg=x,—X,,

4 HeueTHas] KaHOHMYeckas (dopMma AuQGepeHIHaNpHOTO BEIDAXEHUS © €CTh

w—d(— L g btk — ) dlm —x)+
+(xy—x)d (% — X5)- '

M3 510r0 ClefyeT, uto mpocTeimas 2-X wieHHas (KaHOHHYECKAs 4eT-
Has) popma nuddepPEeHIHaNbHOIO BbIPaKEHHUS:

0 — diy = (%, — xy) dx; - (X — Xg) A%y - (K5 — xy) dxy (64— Xy) dXs
ecTh ) ’
o — dity = (X — X5) A (g — X) + (X, — %) d(x; — x;).
CucTeMa HAMMEHbILEro uxcAa (Ba) MOJHBIX HHTErpasoB YpaBHCHHSA
r— dlll == O

ecThb: .
xg'_‘x4: C17 xl "—xs:C‘?.
Cucrtema 1Byx MuTerpanoe Buia U, = U; =0 B0o3MOKHA H HMEET BHL:




C. RUSSYAN

Integrationsmethode der Pfaffschen Differential-
gleichung

Die Integrationsmethode der Pfaffschen Differentialgleichung

P
w = Ekaka:O

1

die wir den Arbeiten von Pfaff, Jacobi, Natani, Clebsch, Hamburger, Fro-
benius und S. Lie verdanken, besteht darin, dass man erst den Differen-
tialausdruck w auf die kanonische Form, gerade oder ungerade bringt und
dann die gegebene Differentialgleichung integriert. Die Methode hingt also
von der Geradheit der Klasse des Differentialausdruckes o ab.

E. Cartan hat mit Hilfe der Ergebnisse aus der Theorie der symbo-
lischen Differentialformen die Integrationsmethode gegeben, die von diesem
Umstande unabhingig ist. E. Goursat hat auch eine Integrationsmethode
gegeben, die auf dasselbe Prinzip sich griindet, die aber suczessive ,Trans-
formationen verlangt.

Der Verfasser giebt die Integrationsmethode die auch von dieser
Beschaffenheit ist, aber ist sie direkt und verlangt nicht die suczessiven
Transformationen: alle Differentialgleichungen, die zur Losung des Problems
nothwendig sind, anstellen sich unmittelbar nach den Koeffizienten des
gegebenen Differentialausdruckes w, was in Bezug auf die oben erwahnten
Methoden nicht der Fall ist; endlich ist sie einfach, da sie nur die drei
Hilfssdtze verlangt.

‘Der Verfasser giebt die oben erwihnten Differentialgleichungen in der
nicht aufgeldsten und in der aufgelgsten Form.

Das Hauptergebniss ist: Die nothwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen dafiir, dass die gegebene Differentialgleichung mit Hilfe der
kleinsten Anzahl n der vollstindigen Integrale U;=C, i=1...n sich
integrieren, oder dafiir dass der Differentialausdruck @ auf die Form

W= ii Udu,
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mit der kleinsten Anzahl n der Differentiale sich reduziren lasse, ist dass der
hochste Grad der nicht simmtlich identisch verschwindenden Determinanten

> e ¢
i..._d ¥ s=1
0%, ox, TG
S A
gleich 2n—1 sei, wo das Zeichen 0 zeigt, dass das Paar der Zeilen
he 0%
7 ERe

deren Elemente dem kommutativen Gesetze nicht unterworfen sind, a-mal
vorkommt. ’
Wenn im gewissen Bereich Ej

A
e ey ath
Py oy

ist und die Funktionen u...#m—1 (0 m—1<Cn) schon bestimmt sind,
nicht alle Determinanten des 2n—m Grades

ouy du, ou, ou,
dxl e dxz-_l { dxl-+1 - dxgn_m+1
Ollm—1 Oy 700w 1 Ol

dxl 4 dXz_l g dxi+1 i dxg,l_m_H

Xl s X,'_1, X,'+1 A X2n~m+1

0 0 0 g

O, — A B Ok B
Aohmiieial g ihing s 2o b

i=l...2n—m-41
identisch verschwinden.
Es sei im gewissen Bereiche £, (<L E))

ou,  Ou

9x; DConiy

w1 Ollm s

dx; OX2u—m =0.
N e g
d d

0x; Ognm b

Xl . inwm
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Alsdann die Funktion u, ist beliebige von u,...4,_; unabhangige
Losung des vollstindigen Systems der p — (272 — m) linearen unabhangigen

1 Differentialgleichungen
' of of of
g e S B mie
ouy ou, ou,
Bxl . dx‘.?rzAm dx?.n—m—{»—.g
Ol 1 3 Ay Gl =
dxl ' dxzrt—m : 0x2n—-m-|—9
X1 in—m, X?n—m+g ¢
d d g
O O, D ats PR
X1 in-r»m, in—m+p
o=1...p—(2n—m)

Wenn die Funktion U, bestimmt ist, so sind nicht alle Determinan-

ten des Grades 2n—m —1

du du, ou, o,
a’l” oA dxi—l dxt—i—l = d-’Czn—m

allm dum aum aum

g .. 0% - T e

Xl o X,;l, X,+1 o Xgn_m

0 0 0 0

0. 02, On Ohgm w1
Xl SRR Xifl, X{+] .. XQﬂ*/ﬂ

i=1...2n—m

identisch null.

Wenn man m=1, 2..

.n setzt, so hat man die Funktionen «,..

Uy

mit Hilfe der Integrationen der Ordnung 2n—1, 2n—3,...1.
Wenn 27 —1=p ist, die Funktion #, ist willkiirlich. Man bestimmt
die Koeffizienten {A...U, aus dem Systeme der linearen Gleichungen

X, - E U,

das nur die n unabhingigen enthilt.
Nachdem die Reduction der Differentialgleichung w =0 auf die Form

L”‘ Bty

=P

n
) =, E" Uil =0

1

erledigt ist, man integriert dieselbe nach bekannter Weise mit Hilfe der

nur ausfithrbaren Op

erazionen.

Der Verfasser benutzt dieselbe Methode fiir die Reduktion des Diife-
rentialausdruckes o auf die kanonische Form.




S. BERNSTEIN

Sur une propriété de la fonction exponentielle.

Je me propose de démontrer dans cette Note une proposition treés
simple concernant la fonction exponentielle en me reservant de revenir
prochainement sur ses geénéralisations. Le théoréme élémentaire dont il
s’agit peut étre énoncé de la facon suivante: Si la fonction de la
variable réelle fix) est absolument monotone(*) sur tout
Faxeféel ona, pouitonte valeunr de x,

$i f0)—F (O =L o

La fonction exponentielle e* peut étre aussi définie comme la fonct1on
absolument monotone qui, pour x =0, recoit la valeur 1 avec sa dérivée,
et, pour x=1, prend la valeur e; d'ailleurs il n’existe pas de fonction
de la nature indiquée qui, pour x=1, reste inférieure a e.

La démonstration la plus courte que nous donnerons plus loin suppo-
sera connue la propriété des fonctions absolument monotones d’étre
analytiques. Je commencerai par donner une autre démonstration qui,
quoique plus longue, est a certains égards plus instructive et s’appuie
-sur le lemme suivant:

Lemme.Soiett o) Gos. s @ Bisov:sBa des, nombres donnés
guelcongues, et 4y...;4, des nombres positifs donnes;
si p; sont des parameéires non négatifs satistaisant 3 la

seule condition 5
M=2pi+ -+ A, (1)

ou Mest un nombre fixe, 'ensemble £ des points du plan
ayant pour coordonnées

x::a%—alk’l‘F"'"!r'anpm Yy=>b-4B1p1t - | Baba (2)

est formé par le plus petit polygone convexe contenant
tous les:points. P de.coordonnees

A,_a+;”M P B‘M falibes: o (3)

(*) La fonction f(x) est absolument monotone, si toutes ses différences successives
sont-non négatives.

HayxoBi sanucky, an. 111 5




66 S. Bernstein

Pour établir ce lemme, remarquons d’abord que I'ensemble E est borné,
car p,-g—/;i en vertu de (1). De plus E est limité par un contour C con-

vexe, puisque, (xo, ¥o) et (x;, y,) faisant partie de I'ensemble £, il en sera
de méme du point (§ n), tel que

E =0l (1—0) %,

=0y +(1—0)ys,
forsque 0<p<l.

Disons, pour abréger, que P est un sommet d’'un contour convexe c,
si toute droite passant par P posséde au moins d'un coté de ce point
des points extérieurs a2 C aussi voisins de P que l'on veut. (Ainsi tous
les points d’un contour convexe qui n’a pas de partie rectiligne seraient
des sommets). Cette définition étant posée, notre affirmation sera prouvée,
si nous montrons que les seuls points qui peuvent étre des sommets de C se
trouvent parmi les points P;, dont les coordonnées sont données par les
formules (3).

A cet effet, posons l}g" = ¢;; les formules (2) prendront alors la forme
x=a-t o g+t ongn, yY=bIFfigi+ -+ Sagn (2 Dbis)

ol
Ma; MB;
(pi: }.[ ; 'flz )v;‘B :

tandis que (1) se réduit a
l=q1+¢:+ +14» (1 bis)

avec la condition g;>0. Cela étant, soit d’abord i un indice tel qu’il
n’existe pas d’autre indice #=i pour lequel on ait simultanement gn= @,
fu=7f:; dans ces conditions, le point (x,, y,) pour lequel ¢;>0 ne pourrait
étre un sommet, si en méme temps ¢, >0, car, en laissant invariables
les autres parameétres et en prenant g;--¢ ef g,—e¢ au lieu de ¢; et g
respectivement, on obtient un nouveau point (x;, y,) de I'ensemble £, tel que

Xi—1%, —[—- 8((]3["" (])h)y (4)
Yi=Yo+ e(fi—fu);

ainsi tous les points de la droite (4) assez voisins de (x, y,) seraient
intérieurs au contour C, de sorte que ce point n'est pas un sommet. Sup-
posons ensuite que @,=@y=--- = gp, fi=/= - =Jp, mais que, pour
tous les autres indices &, on n’a pas simultanément g,= ¢, et b1
Dans ce cas, tous les points (x,, y,), pour lesquels g, -+ ¢g-=Q,
oit Q est un nombre fixe, sont identiques, si les valeurs des autres para-
metres sont les mémes. Donc, d'aprés le méme raisonnement, nous con-
cluons d’une facon générale que tous les sommets possibles seront obtenus
en faisant successivement ¢, =1, ¢, =1,...,¢,=1; ces points (qui pourront
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ne pas etre tous différents) auront leurs coordonnées déterminées par (3).
o Lod
Remarque. lLe lemme établi subsiste évidemment, lorsque n croit

indéfiniment, et il peut alors étre présenté sous la forme suivante:
51 plx) >0 et

(ee]

Dixrdx =1

=0

alors quelles que soient les fonctions f(x) et ¢(x), 'ensem-
ble £ des points, ayant pour coordonnées !

Xsz(X)p(x)dx, Y= /qv(x)p(X)dx

sera limité par le plus petit contour convexe contenant
tous les points de la courbe

X—f(9, Y=gp(.

Sans nous arréter sur les applications de cette remarque, indiquons
quelques exemples: 1) soit f(x) = |x |, ¢(x)=|x|' ot m >, alors X =y

21 sl /‘xp(x)dxMO et /p (x)dr=1, alors [xp(x}dx <%-

Démontrons & présent un second lemme qui résulte du précédent:
Lemme. Si f(a) et ses différences successives

A f(a) = fla+1)—f(@), 4yf(a)=f(a+2)—2f(a+1)+f(a),
4:f(@), ..., dnf(a) '

sont non négatives, on a

’

fla-tn).flatn—2)> ——f{a+n—1)[f(a+ﬂ~1)——f(a+ﬂ)] ()
En effet, en posant pour abréger a =0, on a
2
VL Fr Loy (e gy BB 4 ooy

s=fa--D=fO+E—na EDED g 44y g
M= f(n) = FO)+ 1, b ndy_yt- 4.

Done, en laissant M fixe, on voit que le point (x, y) défini par les
formules (6) se trouve, d’'aprés le lemme précédent, a l'intérieur du plus

e e et e
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petit polygone convexe ayant pour sommets les points

n—1 n—2
P,(M, M), p(mi=l, M2,

( n—k-1 (n—k)(n—k--1))
Pk\\M = s M S P 0 0,

Il est facile de voir que tous ces points, ayant leurs abscisses équi-
distantes, se trouvent sur la parabole

My — = [nx — M 7)

par conséquent, le polygone cherché aura pour sommets tous les points
considérés, et, outre la relation évidente y<{x qui correspond au coté
supérieur (Pn41 P,) de notre polygone, on a, en tenant compte des équa-
tions des cotés inférieurs (¥),

y>2x—M pour Mll%;igng,

n—2 3 n—1 ) )|
y>n—l L2x~ - M] pour MTQJCQM i &
y>nﬁl [Q,x—. 2 M| pour M—n <xM %

Ainsi, a fortiori, on a My > n—xl [nx — M], Cest a dire
nf(n—1 |
Hn).f(n—2) > féglf)tf(n—l)——f(n’i)], (9)

ce qui est équivalent & (5) C. q. R

Posons & présent a-n— 1=0& et supposons que f(x) a ses diffé-
rences finies de tous les ordres non-négatives sur tout I'axe réel. On aura
donc, quel que soit b et 7,

fe+1.fo—D> ;—1—1- f@)[f(b) — %f(b + D]

Par conséquent, si & étant fixe, on fait croitre n indéfiniment, on trouve que
fo--1).f(—D [ (10)

(*) On vérifie facilement, grice aux propriétés connues des paraboles que les arétes (8)

2
de la parabole (7) sont tangentes a la parabole My:—?i—l— [x — %] » de sorte que tous

les cotés de notre polygone sont comprises entre les deux paraboles considérées, dont la

distance verticale est égale a n(n—1)
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Ainsi, en posant b—1 et f(0)=1, f(1)=¢>1, on a f(2)>1* e
faisant ensuite & = 2, et substituant dans (10) les valeurs f(1) =¢, f(2)—t2
on a de méme f(3)>¢. De proche en proche on trouve pour toute
valeur entiére positive de #,

Jm) > fQ).f(n—1) > ¢t~ (11)

En appliquant le méme procédé en sens inverse, on voit pareillemenf

que l'inégalité '

: fmy >t (11 bis)
subsiste également pour les valeurs entiéres négatives de .

Soit # un nombre quelconque; en supposant toujours f(0)=1, on
aura, en vertu de (11), pour x=nh,

£60 = fuh) > LFBT = LFB]™, (12)

en admettant que les différences succesives de f(x) correspondant a
I’accroissement fini # sont non-négatives.
Donc, en faisant tendre A4 vers O et en remarquant que

X
h

: lim [ /)] —

ey,

on voit que, en supposant f(0)=1, on a, quel que soit x,
e et q I d

Le méme résultat peut étre obtenu plus rapidement, en s’appuyant sur
le théoréme (*): si la fonction f(x) est absolument monotone sur le segment
ab (a << b), elle est développable en série de Taylor suivant les puissances
de (x—a) convergente sur tout le segment ab.

Il est aisé alors de vérifier que, si f(x) est absolument monotone sur
la partie de l’axe réel (— oo, b), on a, pour toute valeur de x<C b, I'inégalité

J)f1(0) —[f ()P >0 (13)

En effet, soit —# un nombre négatif, on a les développements

) = o (- m) - - an(e -
() = ay4-2ay(x 1)+ -+ - kag(x - npt -
frx)=2a,-+F -+ k(k—Dapgx*2+ ...,

convergents, pour —n < x <(.b, a coéllicients positifs. D’otl

(R F () =a,(x 1) 2a (e n - Rap(xFr)t -

(o) £1(00) - (e 1) () =y (e m)-4as (- )= -+ - RPau(x - n)it-

(*) S. Bernstein. ,Sur les propriétés des fonctions analytiques d'une variable réelle®
Mathem. Ann. 1914. :
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Donc, en posant Ar=ax(x— n)t >0 et en tenant compte de I'identité
(Aot Ay b Ayt T A 4o R A ] —
— [+ 24, +kAr+ P =2Aidn(k—i)* >0,

on voit que

F0) . [f 0+ (4 mf (0] Z (x+n) [ F )]
ou autrement,
(@ﬂm+f@jf¥ﬂﬂM% (19
Donc, en laissant x fixe et faisant croitre n indéfiniment, on a, en eflet,
FOf"(x) 2 [ (0] (13)

L'inégalité (13) est équivalente a

tog foa)” = LL=U 0,

fZ
Donc, en posant logf(x) = @(x), on constate que la ligne y =@ (x)
est convexe, de sorte que, si, pour x=0, ¢(x)==0, go’(x):]}((%:k, on

a pour toute valeur de x<Cb, @(x)>kx, d'oit f(x) > e

Montrons aussi que la fonction e** peut étre définie comme il suit:
c’est la fonction absolument monotone sur tout I'axe réel, telle que f(0) =1,
F0)=k, f(0) =&~

En effet, si en un point on a f(x)f"(x) —[f'(x)]*=0, cette égalité
est remplie identiquement. Pour le voir remarquons que d’'aprés ce qu
précede on a, pour toute valeur de n, quel que soit x,

(n—1)"  plrt1) ()12
f(»r) f(?) 2 [f(X)] g

D’autre part, puisque F(x) =j(x).f”(x) —/"2(x) ne devient jamais néga-
tive, on a nécessairement F'(x)=0 au point, olt F(x)==0: mais alors

PO =100 —F ). @ =70 | ZE5LE g | —o,
c'est a dire

FOF)—[f@Pr=

donc, en répétant le méme raisonnement, on trouve successivement que
I’on a au point considéré

F0D (). fH () — [ 9 (]2 =0
pour toute valeur de n. Ainsi, on a, pour x==0,

G T R 8 L (O
e 9 J(x) ;
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Par conséquent, 'hypothése faite entraine que

f(x):l—{—kx+§_jx2_i_...+ k;)!cn Alocns s ke

Remarquons, enfin, que, si la fonction absolument mono-
tone, pour x<b, satisfait pour trois valeuwrs &y %, % 10le
rieures a b aux égalités '

flxg)=Aern, flx))=Ae™, [lxp) =Ae™,

oit A et £ sont des constantes données, on a identique-
menti f(x)=A4e*, >

En effet, d’aprés ce qui précede, la ligne y=1log f(x) est convexe;
donc, si elle passe par 3 points en ligne droite, elle se réduit a une
droite entre ces points, et, comme elle est analytique, elle se prolonge
également en ligne droite dans les deux sens.







W. GONTCHAROFF

Sur quelques notions fondamentales de la Topo-
logie abstraite

N 1.

C’est a la théorie des ensembles ponctuels dans 'espace Euclidien E,
qu’on rattache ordinarement les principes de I’Analysis situs. On obtient
I’Analysis situs général ou Topologie abstraite, si la nature des points ou
éléments d’ensembles n'est pas déterminée (¥). Il est bien connu que les
procédés de la théorie des ensembles sont régis par les lois formelles de
I’Algebre logique, dont on emploie souvent aussi le langage et les nota-
tions. En étudiant des relations topologiques, qui existent entre les varié-
tés abstraites, je me suis apercu que la notion du point n’y joue aucun
rdle essentiel et qu'on pourrait entreprendre de s’en passer. Donc, j'ai eu
'idée de rattacher I’Analysis situs directement a I'Algébre logique sans
avoir recours a la théorie des ensembles. L’ouvrage présent est sorti de
cet ordre d’idées.

Deux groupes d’axiomes servent de point de départ. Le premier
groupe, introduisant la notion primitive de la variété et la relation primi-
tive de 1’inclusion mn'est pas essentiellement distinct du systéme
d’axiomes de I’Algébre logique (**). Le second introduit la relation primitive
d’étre conjoint, ou, plus intuitivement, gtre a coté de, ce qui
sert a caractériser le mode de continuité dans l’espace considéré. En
développant la déduction on définit les notioms suivantes: point ou
élément, variété connexe, composant dune variété, etre située
entre deux variétés, variété linéaire (ou ligne) simple, ligne de
Jordan. Il va sans dire que ce ne sont que les premiers pas vers le
but proposeé.

Jai a insister surtout sur un principe qui m’a guidé dans le choix
des définitions, des énoncés et des démonstrations: c’est qu'on ne consi-
dére que des propriétés intrinséques de la variété étudice, sans faire appel
a I'espace environnant. Il est évident que «de la ligne de Cantor ou la

(*) Voir, pa—rexemple, M. Fréchet. ,Sur les ensembles abstraits* (Ec. Norm., 38).

(**) Schroder. Algebrad. Logik; E. V. Huntin gton. Setsof independent postulates
for the algebra of logic (Trans. Am, M. S. Vol. 5).
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définition topologique de la ligne de Jordan fermée proposée par Schoen-
fliess (*) n'y satisfont pas.

La nature des notions primitives convenablement spécifiée, on retrouve
les notions correspondantes de I’espace Euclidien £,. La notion de la variété
linéaire, introduite ici, présente une généralisation de la ligne de Jordan.
M. Zoretti a défini la ligne par la propriété d’étre irréductible entre deux
points (*¥); il démontre dans l'ouvrage cité que cette définition ne permet
pas toujours d’établir les relations d’ordre entre les points de la ligne.
On verra que la définition de la ligne, introduite ci-dessous, le permet
presque par définition. '

N 2.

Les objets considérés, appelés variétés et désignées par des lettres
latines majuscules A, B etc., sont supposés appartenir a une classe X
bien déterminée ou donnée (on dira 'espace X). On aura a considérer des
classes de variétés faisant partie de X: ces classes sont désignées par des
lettres A, B etc.; dans ce cas A représente une variété quelconque
de A, B celle de B etc.

La relation de I'inclusion , A4 fait partie de B“ ou , B contient A“ s’écrit:
A < Bou B> A(cestla méme chose). La relation d’égalité A = B est, par
définition, équivalente au systéme de deux relations A < B, 4 > B (¥%%),

Groupe d’axiomes A

I1. |
2 aubl A% B, B#E,. ona-AXC.
1Ly . 1° Quelle que soit la classe donnée des variétés A, il existe une

variété 11 (A) qui posséde la propriété suivante: la relation X <1II(A)
est équivalente au systéme des relations X <A, on A est une

varieté quelconque de A.

2°. Quelle que soit la classe donnée des variétés A, il existe une

variété 2 (A) qui posséde la propriété suivante: la relation X > 2. (A)

est équivalente au systéme des relations X > A, ot A est une
variété quelconque de A.

Dans le cas oit la classe A est formée d'un nombre fini de variétés A4;
({=1,2...r) on"“écrira aussi:

Hiay A8, . A, 2R =404 ‘{LA,,.

On démontre l'unicité de II(A) et de 2 (A). On appelle II(A)
produit et 2 (A) somme des variétés de la classe A.

(*) A. Schonfliess. Die Entwickelung d. Lehre von d. Punktmannigfaltigkeiten
(Jahresbericht d. Deutsch. Math., Ver. 1908, Erginzungsband 1l p. 119).
(¥*) Acta Mathem., 1913.
(***) 11 est a remarquer que I’égalité A =B ne signifie pas en général Iidentité de A
et de B,
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X étant la classe de toutes les variétés considérées, posons:
HiX)—0, 2 X)==~

0 et Q sont appelées (resp.) variété nulle et variété totale. On a
0<X, X< Q quel que soit X.

Si la classe A est vide, on a 4 poser: II(A)=20, % (A)=0.

Au cas oit II (A) —0 on écrira tout simplement 2(A) ou 4;+Ay+...+An
au lien de Z(A) et 4,4+ 4.

L. A désignant une classe de variétés donnée, BA celle qu'on
obtient en multipliant chaque variété de A par B on a

B3 (A) < 3 (BA).

Puisque la relation B3 (A)> 2 (BA) est aisément démontrable, on

en déduit:
BZ (A) =2 (BA).

IV. Quelle que soit la wvariété A, il existe une variété A qui satisfait aux

relations suivantes:. i o
A+A=Q, AA=0.

La variété A est unique, ce qu'on démontre facilement. Nous avons
a distinguer les axiomes II;, et Il finis ou transfinis, selon que la
classe A est supposée étre formée d’un nombre fini on infini de variétés.
Le systéme classique de Schroder n’admet-que les axiomes finis. Tout de
méme je ne vois aucune nécessité 3 éviter dans la Topologie générale
des procédés quon emploie sans scrupules dans la Théorie des ensem-
bles. Quoiqu’'il en soit, on verra ce qui serait & modifier dans la théorie
suivante si I’on s’était décidé a rejeter les axiomes transfinis.

Il est bien connu que chacun des axiomes II; et II, est une cons¢quence
des autres axiomes: c’est par raison de symétrie qu’on les introduit tous
les deux. D’ailleurs ce n’est pas la question de lindépendance des
axiomes que nons avons a étudier.

Il n’est pas nécessaire a rappeler ici les lois des opérations formelles
qu’on déduit des axiomes A [—/V.

La variété 4 est dite é1ément ou point, si les conditions X % 0(¥),
X < A entrainent X = A. L’existence des éléments n'est pas postulée,
ainsi que leur absence.

Les propriétés suivantes des éléments sont a remarquer:

1) un élément A et une variété quelconque B étant donnce, on a ou
bien A <B ou bien AB=0, »

2) deux éléments A et B non égaux étant donnés, on a AB=0,

3) un élément A et une classe de variétés B étant donnés, si
A < 3 (B), il existe une variété B de la classe B (au moins) telle que A < B.

(*) Le trait vertical signifie la non-existence de la relation.
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Soit Ea la classe de tous les éléments faisant partie de A. Alors
2(E4) <A. Si, de plus, la relation

BB

est verifiée, la variété A est dite é1émentaire. La condition nécessaire
et suffisante pour que A soit élémentaire est que chaque partie de 4
non nulle contienne au moins un élément.

On démontre:

1) si A<B, B étant élémentaire, A est aussi élémentaire,

2) si toutes les variétés 4 de la classe A sont élémentaires, 2 (A)
est aussi élémentaire,

3) une variété quelconque est la somme de deux variétés A et B
telles que AB—0, A est élémentaire, B ne contient aucun élément.
Drailleurs les cas A=—0 ou B=0 ne sont pas exclus.

L’exemple d’une variété élémentaire est fourni par I'ensemble E des
€léments quelconques: on définit les variétés comme sous-ensembles de E
et la relation A < B signifiera que A est sous-ensemble de B. Alors E(=0)
et tous les sous-ensembles de E sont élémentaires.

Jemprunte 2 M. S. Bernstein I'exemple d’une variété non nulle sans
elément (¥). La classe X est formée de toutes les suites possibles des
nombres 0 et 1 (fractions dyadiques si I'on veut:

A=(a;, a. ;... 0,..)= [a,].

La relation A <B veut dire que I'une de trois circonstances suivantes
(au moins) a lieu:

1°, ou bien la suite [a,] contient un nombre fini ou nul de nombres L

2°. ou bien la suite [8,] contient un nombre fini on nul de nom-
bres 0, ;

& o0 bien on a @< B, (n=1,2,3.0)

La variété = (1, 1, 1...) ne contient aucun €élément, ainsi que toute
autre variété qui n’est pas égale 2 0=(0,0,0...).

N 3.

La relation primitive ,A est conjoint de B“ est désignée par A >< B.

Groupe d’axiomes B

L. Siivd< Bii‘om.a - Boc A aussi
on dit tout simplement que les variétés A et B sont conjointes.
I o 0> A
0% A<B entraine A><B.

(¥) ,Les axiomes de la Théorie des probabilités* (Commun. de la Soc. Math. de
Kharkow, T. XV, N 5—6, p. 245).
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En particulier, on a, A étant non nulle, A= Q A< A,
[I. Les relations, A>< B, A*> A entrainent A*><B.

Dornc, si A><B, A*» A, B*> B, on a A*><B* (1 et 1II).
Si AB+0,0n a A><B (Il et III).

Iv. Si A><B--C, on a l'une des relations (au moins)
Ase BouwiAa<C.

Il sensuit: si A><B,—-By+ ... B, (somme finiel), on a A><By,
k étant un (au moins) des nombres 1,2...7.

Les propositions suivantes sont conséquences de III et IV:

1) De Ak B, A* <A, B* <B il suit A*>K B,

9) De A B, A>C il suit AXB-}-C.

Considérons le cas spécial (qui est le plus important) de la classe de
variétés élémentaires. Supposons que la notion de la limite d’'une suite
d’éléments [A,] est introduite jouissant de.deux proprietés suivantes:
1°. si lélément A est la limite de la suite [4,], il est aussi la limite de
chaque suite partielle [Ap,]; 2°. 'élément A est la limite de la suite [A]
dont tous les termes sont égaux 2 A. On définit, comme d’habitude, la
variété (ou ensemble) dérivée A’, ainsi que les dérivées d’ordres supérieurs
finis on transfinis.

Sauf indication contraire, dans ce cas spécial la relation A><B est
interprétée comme équivalente a la relation

AB--AB -+ AB+0,
ce qui signifie: ou bien les ensembles A et'B ont un élément commun ou bien
il existe un élément-limite de 'un de ces ensembles qui fait partie de I'autre.
D’ailleurs, on pourrait interpréter la relation A><B comme équivalente a
ABFBFB L F B L BALA LA LA 0
ou :
Afafaf. . fam@le L8 L. B0,

4 désignant un nombre quelconque fini ou transfini.

N 4.

Revenons au cas général.
La variété A est appelée connexe, sielle n’est pas la somme de deux
variétés non nulles et non conjointes, c’est-a-dire si des relations

A Xl v Ty

il suit ou bien X=0 ou bien V=0.
Il est évident que chaque élément est connexe, 0 aussi est connexe.
Théoréme 1. Si la variété connexe A fait partiede X+ V7,
oit. X>k Y, on aoubien A<X ou bien A<Y.
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Dém. De A<X-4-Y on déduit A=AX--AY. Puisque X>K7Y,
AX <X, AV <Y, on a AX>AY. Or, A étant connexe, l'une des varié-
tés AX et AY est égale 2 0. Soit AY=0. Alors A—AX < X.

Théoréme 2. Si les variétés connexes A et B sont con-
jointes, leur somme AJ-Best connexe.

Dém. Soit A—-B non connexe: A4-B=X-1-¥, X>< ¥, X0, Y+0.
En vertu du th. 1 on a ou bien A <X ou bien 4 <Y. Soit 4 <.X. De
méme on a ou bien B< X ou bien B<Y. En admettant que B< X, on
obtiendrait 4--B<X, ¥—=0. Soit, donc, B<Y. Alors, de A<X et
X>K Y il s’ensuit A>k B, ce qui est contraire 2 I'hypothése.

Théoréme 3. Soit A une classe de variétés connexes
(dontle nombre est >1). Si 2=2(A) n’est pas connexe,
on peut séparer des variétés de la classe A en deux clas-
ses A, et A, (toutes deux non vides) d’une telle maniére
que deux variétés A, et A, appartenant auxclasses diffé-
rentes soient toujours non conjointes.

Bém. Fn effet, soit T XL ¥, XskeV. X +0, Y =£0. Chaque variété
A de A fait partie ou bien de X ou bien de Y. Soit A, la classe de
variétés A qui font partie de X; de méme, A, la classe de variétés A qui
font partie de Y. Si, par exemple, la classe A, était vide, on aurait ¥—0.
Soient A, une varieté de la classe A, A, une variété de la classe A,.
Puisque A, <X, 4, <Y, X>k VY, on a Apsle B

Théoréme 4. Inversement, soit A une classe finie de
variétés connexes et non nulles; sil’on plelit sepidncr A
en deux classes non vides de la maniére indiquée dans
le théoréme précédent, alors 2=2(A) n’est pas connexe.

Dém. On pose X=23:(A), V=23 (A,) et applique I'axiome IV B.

La généralisation au cas de la classe A infinie n’est pas possible,
comme l'exemple d’'un ensemble continu quelconque de £, le montre.

La classe de variétés A est dite monotone s'il existe la relation
d’ inclusion entre deux variétés quelconques Iui appartenant, c’est-a-dire
si, quelles que soient 4; et A, de A, on a ou bien A, <A, ou bien
A, > A, ;

Théoréme 5. Soit A une classe monotone de variétés
connexes et non nulles. La somme =3 (A) est connexe.

Dém. Dans le cas contraire, soient A, et A, deux classes construites
d’apres le th. 3. Soit A, une variété de A, A, une variété de A,. Alors
on a A4; >k A4,, AA,=0. Puisque A est monotone on peut supposer
A; < A,. Par conséquent, A,—0, ce qui est contraire 2 I'hypothése.

N 5.

La variété U est dite composant de la variété A, si elle satisfait
aux conditions suivantes: 1°. U est connexe, 2° U=0, 3° U< A,
4°. Si U< X <A et si X est connexe, on a X=U.
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Théoréeme 1. Si la variété B connexe et non nulle fait
partie de la variété A, il existe un composant de A qui contient B.

Dém. Soit Cg la classe de variétés connexes, contenant B et
contenu par A: par exemple, B apartient a Cg. On s’assure que
2 =0 (Cg) est le composant de 4 qui contient B. En eifet, 2 est con-
nexe: autrement on séparerait la classe Cg en deux classes (th. 3 N 4)
d’une telle maniére que des variétés appartenant aux classes différentes
ne soient pas conjointes, ce qui est impossible, puisque toutes les varié-
tés de C”BI contiennent une partie commune B+0. On a 2 < A, puisque

toutes les variétés de Cg font partie de A. Enfin, supposons X connexe .

et <X <A Alors B<3<X, et X appartient a Cg; donc, X < 3, d’ont
X = Do doad )

Il est évident que, inversement, si la variété n’a pas de parties con-
nexes, elle n’a pas de components.

Théoréme 2. Deux composants de A non égaux ne sont
pas conjoints.

Dém. Soient U, et U, deux composants de A tels que Ui>< Bl ER
vertu du th. 2 N 4, U, 4 U, est connexe. Des relations U; < [ sl < A
U,<U,--U,<A on conclut, U, et U, étant composants de A: e ti=h
U Uy = Uy, @on Uy =Uy

Théoréme 3. Une variété quelconque A est la somme de
tous ses composants et dune variéténe contenant pas de
variétés connexes non nulles. ‘

Dém. En désignant par Us la classe des composanis de A, on a
I (Us)<A. En posant Z=AZX(Us), on obtient A=3Ua)+Z et
g’assure aisément qu’aucune partie mon nulle de Z mlest connexe.

En particulier, les cas Z=0 ou 3(Ux)=0 ne sont pas exclus.

Nous réservons le nom de variété réguliére a une variété qui est
égale 2 la somme de ses composants;

K== S{U4).

Toutes les variétés élémentaires sont régulicres.

La proposition suivante est réciproque aux théorémes 2—3.

Théoréme 4. Soit U une classe de variétés connexes et
non nulles. Posons A=2(U). Si l'on a Usk AU quelle que
soit la variété U de la classe Ula classe U esd lacdasse
de composants de A

Dém. Si X est variété connexe, on déduit de U< X <A que X =0U-1
- XU, et, puisque U AU entraine U>k XU, U étant non nulle, on
conclut XU =0, donc, X < U, X=U. Cela veut dire que U est un compo-
sant de A. -

Inversement, soit' V un composant de A. Puisque V <A = Z(U), on
a V=23 (VU). Toutes les variétés de la classe VU ne peuvent pas étre

(*) En renoncant a I'axiome 1, A transfini on aurait & prendre ce théoréme pour
laxiome nouveau.
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nulles (car V£ 0), donc soit VU*+£0. Alors V= VU*-} VU* et de
U* >k AU*, VU* < U*, VU* < AU* on déduit, V étant connexe, VU*—0
(puisque VU*#0). Donc, V= VU*, V<U*<A. U* étant connexe et V
composant de 4, on en conclut V= U* c. q. 1. d.

Corollaire. En particulier, si U est une classe finie de
variétés Unon nulles, connexes, et que U;>k U, quelles
que soient U, et U, de U(U;#+ U,), U est la classe de compo-
sants de A=2(U).

Il suffit de se rappeler 'axiome IV B.

Théoréme 5. Si U est un composant de 4, et B> A4, U est
composant de A+ B aussi.

Dém. Admettons U < X < A-|- B, X étant connexe. En vertu du th. 1 N 4
on conclut X' < A, parce que de X < B on déduirait U < B, tandis que UB—0.
Alors de U< X <A il suit que X="U, puisque U est composant de A.

Théoréme 6. Si U est un composant de A} B, et U=<A,
Uestun composant de 4 aussi.

Dém. X étant connexe, U<X<A-L B entraine X—=U. A fortiori
U < X < A l'entraine.

Soit B une partie connexe et non nulle de 4. On désignera le
composant de A qui contient B par US.

Théoréme 7. B, et B, étantdeux parties connexes et non
nulles de 4, s’il existe une variété connexe C telle que

B =L <4
B, et B, font partie d’un méme composant de A4:
Us, = Us,-

Dém. U +C etant connexe (th. 2 N 4), on a UA < UA—I—C<A
d’ont il suit UA+C-——UA €< Uy .Deméme G I Donc, UA Uil
et, enfin U’f1 _UA (th. 2 N 5).

Corollalre B* étant connexe, si O:Q:B"<Ug, on a Ug*:
= Ug. (On prend: C=—U2).

Theoréme 8 B étant connexeet non nulle, la relation
BoAsAt eatratne U< UL,

Dém. Uy} Uy’ étant connexe, de Uj < UA-]- UM< A% on déduit
Uz Uy = Uy, dott il vient U4 < UL,

Théoréme 9. Soit 0:§:Q<A A et Qetant supposees con-
nexes. Alors, si U est un composantde AQ, AU est connexe.

(Cette proposition est d’importance partlcuhere pour la théorie qui va
suivre).

Dém. Supposons que AU he soit pas connexe:

AU=X+Y, X>kY, X+0, Y=o

Q étant connexe et faisant partie de AU (car U<A@, on a ou
bien Q<X ou bien Q<Y (th. 1 N 4). Soit Q<X; alors Y <AQ.
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Considérons la variété U- Y. Elle ne peut étre connexe: en effet, U4V
étant connexe, de U < U-|-Y < AQ on déduirait U-+ ¥V =U, ce qu1 est
incompatible avec Y 4= 0. Par conséquent, on peut poser:

UtY=X-+§ XXV X0 F=0

Puisque U est connexe, nons avons ou bien U < X, ou bien U < Y,
(th. 1 N 4). Soit U< X;. Donc, V3 <Y, et de X>KV il suit X>KVY,.

On a, plus loin:

A:UJI“AUt U‘}‘(X_f‘ Y):X_HUJ;_ YVy=X-+4 (Xt Y1) =(X - K41y

En vertu de l'axiome IV B les relations X>V,, X, >V, ont pour
conséquence X - X, >Y;. Puisque XX, +0, ¥, +0, A n’est pas con-
nexe, ce qui est contraire a I'hypothése.

Donc, AU est connexe.

Immédiatement, on obtient la généralisation suivante.

Théoréme 10. Soient A et Q deux variétés connexes
telles que 0 Q< A. Alors, si 2 estlasomme d’'une classe
finie de composants de AQ, AY est connexe.

Ce n’est pas le cas pour une classe infinie, comme l'’exemple suivant
va le montrer. Considérons le plan. Euclidien. A soit formé: 1) du seg-
memt QU< x< 1, y=0), = 2) des segments's L (X =, Owippa 1,
e Fa > Sy > 5 lima,—0; =1, 2:3-..),/3) du'pemit F{x—10,

y=1)Ainsiil ot A:Q+E U, P. Il est aisé de s’assurer que A
fi=l

est connexe. Les segments {J, sont composants de AQ (ainsi que le

point P). Cependant AZ Uy,= Q- P n'est pas connexe.
1

N 6.

On dit que Q est situé entre P et R dans A, si les conditions
suivantes sont satisfaites: 1°. P, Q, R+ 0, 2°. P, Q, R sont connexes,

ey e o ) Al i e D R v el R i
On représentera ce fait par la notation:

PQIR(A).

Il est évident que les relations P|Q|R(A) et R|Q|P(4) sont
equivalentes.

Théoréme 1. La relation P|Q|R(A) implique Up=Upy="Us.

 Dém. D'apres 5° on a Up = Up = U. Soit Uy % U. Alors UgU = 0(th. 2

N 5), donec QU =0, U < AQ. Puisque P, R< U, on a UﬁQ:UﬁQ (th. 7
N 5) ce qui est incompatible avec I'hypothése P|Q|[R (4). ,

Théoréme 2. P* étant une variété connexe, telle que
0 == P* <A, P*Q= P*R =0, P*>< P, la'relation P| QIR (A) entrdine
P*[ QIR (A. ‘

Leprwmenn. Haykosi sanucku, sui. II1 6
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Dém. D’abord, on a Uﬁ*: Uf‘e. En effet, puisque P{— P* est connexe,
le th. 7 N 5 nous donne Us,=Us,, doit il suit Up,—Uj, puisque
Ut~ Q;‘. De méme UAQ ‘ UAQ et de U4 Uy on conclut UAQ 4
Co

Fhéoreme 3. -QF étant connexe telle’ gue Q<O <A,
Q*P—Q*R—=0, la relation P|Q|R(4) entralne P|Q*|R(A).

Dém. Du théoréme 8 N 5 il résulte: U2 < UA9, puisque P < AQ* <
< A0, De nieme, 5% « U}gQ. Done, U % UﬁQ entrainant UQQXUQQ
fln BN Bheon: aclit S L2, dan 2T L U7

Théoréeme 4. B étant supposée connexe, telle que B< 4,
PO R<B; larelation P|QIR(4) entralne PO R(B). 3

Dém. De U§Q>KUAQ UBQ < UqQ UBQ < UAQ on conclut U,IfQ>|<

H6 Il : BQ B
S l2Y) wou il suit L% LU0,

Théoréme 5. Chacune des relations

PIQ|R(A), QIRIPA), R|P|Q(A)

est incompatible avec une autre.

Dém. On s’appuie sur le th.9 N &.

Soit P|Q|R(A). Posons: UA-U =B Bi US:FB, les relations
Q|R|P(A) et R|P|Q(A) n'ont pas lieu, puisque U‘S:i: Uﬁ, U’S:Q: Ug.

Supposons donc: Uﬁ:Ug: Ug:B. Alors on a P|Q|R(B) (th. 4).

Soit, pour abréger, Uf,QzU, UngU*.

En vertu du th. 9 N 5 BU est connexe.

Puisque P < U, on a BU < BP.

D’un autre coté R < U*, et puisque UU* =0, on a R < BU.

Enfin, de U < BQ résulte Q < BU.

Donc, UBP Ug” (th.7 N 5).

Cela veut dire que la relation R|P|Q(B) n’a pas lieu.

Par conséquent, la relation R|P|Q(A) n'a pas lieu aussi (th. 4).

De méme, on démontre 'impossibilit¢ de Q|R|P(4).

Théoréme 6. Etant donné B> A, de P|Q|R(A) résulte
P|Q|R(B) oubien il n’existeaucune des relations

PIQIR(B), Q|R|P(B), RIP[Q(B).
Si, en outre, A est un composant de B, on a nécessaire-
ment P|Q|R(B).

Dém. En effet, de Q|R|P(B) on déduirait, par exemple, Q|R|P(A)
(th. 3) ce qui est incompatible avec P|Q|R(4).

Soit A un composant de B. Supposons que la relation P|Q|R(B)
west pas satisfaite. Alors U5%— Us—=U < A, donc U < AQ. Puisque
P, R< U< AD, U étant connexe, on en conclut /4% — UAQ (th. 7 N 5)
ce qui est incompatible avec P|Q!R (4).
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Remarque. Dans les théorémes suivants, la variété A étant sup-
posée toujours la meme, on &crira tout simplement P|Q|R au lieu
de P|Q|R(4). ‘

Théoréme 7. Se’tantsupposée connexe, telleque 0FS5< 4,
PS=QS=RS—=0, Uf=U:, 1a relation P|Q|R entraine l'une
des relatlions PleS ou R|Q|S (au moins).

Dém. D’abord, la condition 5° est remplie: Uj= UA—UA En sup-

posant les relations P|Q|S et R|Q|S non satisfaites, on aurait UAQ Ugf?

UA?— U4°; donc, on en déduirait UR—=U4?, cesta-dire P|Q|R ne
seralt pas satisfaite.

Théoréme 8. Si P|Q|R et Q|R|S, on a P|R|S et P|Q|S.

Dém. On a PS=0. Autrement P S serait connexe, et I'on conclu-
rait P--S|Q|R et Q|R|P-S (th. 2) ce qui est impossible en vertu
du th. 5.

O fadait dw th 2 =0k — b .

Puisque P|Q|R est sahsfalte PIRiQ ne lest pas (th. 5). Donc,

UAR — UAR D'un autre coté, Q|R|S entraine U3® + UR 1l en résulte

UAR:FU d’ou il suit P|R|S.
On obtlent P|Q|S par le méme raisonnement aprés qu'on change
de place les relations P|Q|R et Q|R|S.
Théoréme 9. Si P|Q|R et Q|S|R, on a P|S|Ret P|Q|S.
Dém. On démontre comme dans le théoreme précédent: PS =0,
Lomlieal e — 1
Posons UM =U, Us*=U* On a UU*=0, d'ott il résulte QU* =0,
U* < AQ. 5okt
Admettons que P|S|R ma pas lieu. Alors USS— UA® = U*. Dong,
P« Ut R U™
En vertu du th.7 N 5 on obtient U4%= UQQ, c'est-a-dire la relation
P| Q| R n’est pas satisfaite, contrairement a I’ hypothése. Donc, on a P|S|R.
D’ autre part, de P|Q|R on déduit ou bien P|Q|S ou bien R|Q[S
(th. 7). Mais R|Q|S est incompatible avec Q|S|R (th. 5); donc, on
2Pl QS
Théoréme 10. Soit QS=0. Si P|Q|R et P|S|R, on a ou bien
P|S|Q et S|Q|R ou bien P|Q|S et Q}S{R.
Dém. On a d’abord: U—U—U U
De P|Q|R on déduit, en" vertu du th. 7 ou bien P|Q|S ou bien
R|Q|S. De méme, en partant de la relation P|S|R, on obtient ou bien
P|S|Q ou bien R|S|Q. Les rel S| Q étant incompa-
tibles (th. 5), ainsi que R|Q|S et R|S|Q, il reste & prendre ou bien
Q|S et R|S|Q ou bien R|Q|S et P|S| Q.
Théoréme II. Si les relations P|Q|R, S|Q|R sont remplies,
la relation P|R|S ne 'est pas.
Dém. En effet, de P|R|S et R|Q|S il résulte P|R|Q (th. 9), ce qui
est incompatible avec P|Q|R (th. 5).

kas 25y
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N

Nous dirons que les variétés de la classe P sont alignées dans A4,
si, quelles que soint P;, P, P; de P (non égales entre elles), 'une des
relations.

Py Py | Py(A), Py Py P (A), Ps|P|Py(4)

est toujours satisfaite. On sait d’ailleurs que deux de ces relations ne
peuvent subsister simultanément.

La classe P est dite ordonnée, si une définition - de l'ordre est
donnée au moyen de la relation P, C P, (,P; précéde P,*), telle que:
I" quelles gie soient P, et P, (P, == F,) de P, o1 a ou bien P, C £, on
bien. F,C.Py;..et  non . simultanément, 2° P;CP;-et By 0P, entrainent
P, C P (transitivité).

La relation P,DOP;, (,P, suit P;“) est définie comme équivalente
a2 B

Théoréme. Siles variétés de la classe P sont alignées
dasis 4, on peut ‘deiinir les relations dordre dang 1a
glasse Pudiune delle . rmanidre®que PCPCP -entraine
FURAE A queltles gue soient P, P, P,'de P (don épales
entre, ellbes) (Par iconséquent, PP P (A entrdineraion
biems O PP o bied Pl PP

- Autrement dit, si les variétés de P sont alignées dans A, la relation
a trois termes ,étre situé entre dans A“ peut étre réduite & une relation
& delix (tenmes ", préceder,

On démontre le théoréme en s’appuyant sur les théorémes 8 — 10

du N 6.

En choisissant d’abord arbitrairement P et P de P, on pose arbi-
trairement aussi:
2 P

On sépare toutes les variétés P de P autres que P et P en trois classes
PP s pid suivant que la relation P}P\Jb ou.PyP]F" ou P\'F.’EP est
satisfaite (*). Chaque variété appart'ien‘c é. une sel.lle des tro.is classes
(th. 5 N 6). Admettons que P appartienne a P'. Alors, de P\}‘jiﬁ il doit
suivre ou bien P C {DC P ou bien PCPCP. Or, la derniére relation ne
subsiste pas, puisque P C 15; done, on z; a poser P C P PCA

De meme, on pose, P appartenamta P:"P 3 P, P( P, et, P appar-
tenant a P™: P D I;D, BN D :

(*) Il n’est pas exclu que certaines des classes P', P”, P’/ soient vides.
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Soient P; et P, (P, & P,) deux variétés de P autres que P et B. On
a 2 distinguer six .cas suivant que P, et P, appartiennent a1 une ou
'autre des classes P, P”, P”, comme le tablean suivant le montre:

PI p” P(//
| |
1 'Y ) |
| |
| |
2 °e l
| |
3 . ee®
i s
4 @ L]
5 ® ®
6 ® ®

Considérons d’abord le cas 4: soit P, la variété appartenant a P',
P,—celle appartenant a P”. On a P, C P, P CP,; donc, pour satisfaire a
la transitivité, on posera P, C P,. i o '

En général, P, et P, appartenant a des classes différentes (cas 4, 5, 6)
on a a poser P, C P, ou P, C P, suivant que l'indice de la classe a la-
quelle appartient P, est supérieur ou inférieur a celui de la classe a laquelle
appartient P,. :

Dans le cas 1 on a P, 1P Pet P, ]P[P donc, dbng n’est pas

satisfaite (th. 11 N 6). Par conséquent, on a ou bien P, ]szP ou bien
2;P1|P. boit, pour lixer les idees, P”Pn]P ce qui entraine P, |P9\P

(th. 9). 11 doit en suivie ou bien P, CP,CP ou bien PO P, VP le
dernier ¢étant impossible, puisque P; et P, appartiennent a P, on pose
nécessairement P, C P,.

De méme, dans le cas 3 on a ou bien P]PI}P ou bien PIPQIP1
On pose (respectivement) P;C P0 ou. B (P]

Enfin, dans le cas 2 de P & [P et PL Pq(P on déduit ou bien P| P1 | s,

P,| P,| P ou bien P |51 Py, P \P,| P; on a a poser (resp.) P,C P, ou P GF,.
On a défini ainsi une relation P,C P, ou P,C P, entre P, et Py,
P, et P, étant soumis a une seule condition P & P,. Nous avons a véri-

fier maintenant que 1) cette relation est transitive, 2) de P,CP,CP;
il suit Pyl Pyl Pa
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Evidemmeut, il suffit de supposer que P;, P, P, sont autres que
P et P. Dix cas sont possibles, indiqués par le tableau suivant:

P P” |
1 !oeo | ’
2 o0 ; :
3 r XX
4 oo &
5 o °
6 & ®e
7 t X °
8 ® I oo
9 [ R
10 l ® ! o iy

| L g

Dans les cas 1, 2, 4, 6, soit P,C B,, P,C P;, cest-a-dire P,| P21P°,
P,| P, | P. Donc, B P Pel P,|Py| P (th. 9), la derniére relation ayant
pour conséquence P, C P;.

Les cas 3, 2, 9, 7 se laissent traiter d’ une maniére semblable.

Dans les cas 5, 10 soit P,CP,CP; P, P,CPCP, De la on
déduit P1|P2115, P1|1'D§P3, PglmPs. En vertu des th. 8 ou 9 on en obtient
P,|P| Py et P,|P|P;, ou P P

De méme, dans les cas 8, 10.

Remarque. En revoyant la démonstration précédente, on s’apercoit
que, P et P étant choisis arbitrairement et la relation PC P étant
imposéé, toutes les autres relations en sont conséquences° nécessaires.
Il est évident qu’en changeant le sens de la relation initiale, c’est-a-dire
en posant PO P, on aurait 2 changer le sens de toutes les autres relations.
On s'assure que, quel que soit le choix de deux variétés initiales P et £ on
vient toujours 4 l'une de ces deux systémes de relations. Donc: c’est de
deux maniéres dificrentesiqu’il est pessible dordonndr
(ou orienter) la classe P. Toutes les relations d’ordre
changentde sens en passantdel’ une orientational’ autre.
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N 8.

Une variété L sappelle variété linéaire (ou ligne) simple
si:1°. chaque variété connexe P (qui n’est pas élément) telle que 04 P< L
contient une partie connexe Q telle que Q =0, Q4P 9% P et Q ¢tant
parties connexes de L, QP est une variété réguliere (N 5), 3L wul wcon-
nexe, 4°. quelle que soit la classe P, satisfaisant aux conditions énumerees
au début du N 7 (en remplacant A par L), les variétés de cette classe
sont alignées dans L. D’ ailleurs, en vertu du théoréme du N 7, il est
suffisant 2 supposer (condition 4°) que les variétés des classes formees
par trois variétés soient alignées dans L.

Théoréme 1. Une partie connexe de la variété linéaire
est aussi linéaire.

Pour la démonstration il suffit de se rappeler le th. 4 N 6.

Théoréme 2. L étant linéaire et une variété connexe Q*
satisfaisant a la condition 04 Q*<Q, de P|Q|R() il suit
PIQ*|R(L).

Dém. Puisque P, Q% R sont alignées dans L, 'une des relations
| PIQ*|R(L), Q*|RIPL), RIPIQ*W)
est satisfaite. Cependant Q*|R|P(L) (resp. R|P|Q¥(L)) entrainerait
Q|R|P(L) (resp. R|P|Q(L) (th. 2 N 6) ce qui est incompatible avec
P|QIR(L) (th. 5 N 6). Donc, on a PLO* R
Théoréme 3. P étant une partie connexe et non nulle de
la variété linéaire L, LP est connexe ou bien consiste de

deux components.
Dém. D’apres 2°, LP est réguliere. Soient U, U,, Us—trois com-

ponents de LP. Alors on a
U,|P|Us(L), Up|PlUs(L), UslPIULL).
D’autre part, U,. U,, U, étant alignées dans L, on a l'une des relations

Uy | Us (L),

U, | Us | Ug (L), Us|Us| U (D), Us
soit la premitre. Alors (en vertu du th. 9 N 6) on a:
P|Us|Us (D),

ce qui est incompatible avec U,|P|Us(L).
. Une partie S non nulle et connexe de L soit appelée segment de L,
si LS est connexe et non nulle. Pour que S soit un segment de L, il est
nécessaire &t suffisant que les conditions suivantes soient satisfaites:
1° S0 SY% L 2. 3 est coniexe, 8% S« % S nes pas entre deux
variétés dans L. Il est évident que, S étant un segment de L, LS V'est aussi,
Sl existe deux components de LP, P étant supposée une partie con-
nexe et non nulle de L, on les désignera par 200 A 2l
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Théoréme 4. Si 1a variété linéaire L n'est pas un élément
(ce qui n’est pas exclu par la définition), elle contient des seg-
mepts: Ew pardienliern P letant unespaglie Eonneges(non
segment de Lyetimon'nullede L, P et Poadinsl gue’ P P
et P1P" sont des segments de L.

Dém. D’ aprés 1° L contient une partie connexe P telle que P =0,
P = L. Supposons que P n' est pas un segment de L. Pour s’ assurer
que PP’ et P-|-P” sont connexes, il suffit de se rapporter au th. 9N 5.

Si 8§y, S, S; sont des segments de L, il est impossible que les rela-
tions S;S, = 38,5, =5,5, =0 soient satisfaites (on obtiendrait alors 'une
des relations S, |S,|S5(L), Sa|S5|S;(L), S5|S.|S2(L). De plus, on dé-
montre la proposition suivante.

Théoréme 5. S|, S,, S; étant des segments de L, I’ une (au
moins) des relations de I'inclusion

S S Sk Sy SdiGy
S S, S=<S S,«h
est satisfaite.

Dém. Remarquons d’abord que, si un segment S contient une partie
connexe P (non segment) de L, on a ou bien §> P’ ou bien S» P”.
En effet, S> P entraine AS < AP—=P - P”. Puisque P’ >k P”", on a ou
bien AS <P’ ou bien AS<P” (th. 1 N 4). Soit AS<P'. Alors
S>> P+ P> P

Admettons maintenant qu’aucune des six relations ci-dessus n’est
satisfaite, c’est-a-dire soit

SikS; G, j=1,2 3; i%F))
Alors S:S; =+ 0. En vertu de la condition 2°, S;S; est régulitre. Donc S5,

contient une variété P; connexe et non nulle. On a, par conséquent:

Pi/ < Sz’ sy . . (1)
— L
) hEF S0 5 SHfuny
Conformément au th. 3:

L—P;+P 1P,

(oit I’ on convient de poser P:.j:O si Py est segment de L). D’aprés
la remarque faite plus haut on peut supposer:

Si> [):'j' (3)

La relation (2) fournit S; <P+ P, d'oii il suit o u bien S; <P, ou bien
Sj< P, (th. 1 N 4). Si S;<P,, on a, a cause de (3): S;<S, et le théo-
reme est démontré.

Il reste a supposer:

Srelly elbsdi b 2804 F9) (4)
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(1) et (4) donnent en particulier:
Pows. 0P
e S <P (5)
BixS, <P

doir. il suit que PPy == PasPie=PyuPes=0. On_en conglut gue P,
P,;, P; sont alignées dans L, ce qui entraine l'une des relations
Pia| Pog| Py (L), Pog| Py | Pio(L), Py |Pia| Pog(L). Supposons, par exemple,
que c’est la premitre qui a lieu: Piy|Pys|Ps (L). Cela veut dire que
ol Pm font partie de deux components différents de LP,;. Puisque
P31<P (a cause de (b)), on a Plo<P On en conclut, 3 l'aide de

P;;«: S, (3), que P, < S,. La relation derniére est en contradiction avec
P,,S,=0 (2). Donc, la supposition (4) est a rejeter.

Théoréme 6. Si S, et S, sont deux segmentsde L tels que
S 8, S; %8, I'nne (ag meing) desrelatigns

8$,8,=0, S,fS=1L
estsatistaites o
Dém. Considérons trois segments S;, S, et LS,. Puisque les relations

Suxifae 8, LULS,
BRI s

ne sont pas satisfaites, ou a, en vertu du théoréme précédent, ou bien
S, < LS,, ou bien LS, < S,, ce qui revient (resp.) 4 5,5, =0o0u S, 8y =1L.

Théoréme 7. S'il existe une relation de inclusion entre
les segments S, et S,, ainsi que entre lessegments S, et S;,
il en existe une entre §; et S§; aussi.

Dém. Quatre cas sont possibles: 1) §; < S, S5 < 85, 2) §;< S5, Sp< S
B)raSy €8y Sp< 8y 4) 5, % Sy | 5; <5 SN suffit “de condidérer les
cas 3—4.

Dans le cas 3 supposons que S; K S; S; < S;. Alors on a ou bien
S;S;=0 ou bien S,-}S;=L (th. 6). Si §,S;=0, il n’existe pas de
relagjons de Pinclusion entre les segments S, S, LS, ce qui est en con-
tradiction avec le th. 5. Si S, S;=L, on conclut S,> S +S;=1L,
So=L, donc §, n’est pas un segment.

Le cas 4 se ramene au cas 3, car S, > S, est équivalent a
IS a8, Sy< 8 2 L5, <15

Théoréme 8. Soit S la classe de tous les segments de L.
Laiclasse § peat €tre séparée ewdeux clasyes § i 8¢
telles quil existe ou non une relation de linclusion
entre deux segments suivant qu'ils appartiennent a une
méme classe ou bien a des classes différentes.

C’est le corollaire des théorémes 5 et 7.
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Théoréme 9. Les segments & et §” appartenant respec-
tivement aux classes 8 ¢t 8, 5'5" estconnexe.

Dém. De la relation S'S”—=S'LS” ou conclut que S'S” est régu-
ligre (2°). Soient U, et U, deux composants non égaux de §'S”, ainsi
que U, >k U,. :

Si S” appartient a la classe 8, le segment L5” appartient a la
classe §’. Donc, on a ot bien §' <LS” ou bien S »LS”. Puisque
N A <L nest pas possible, et, par conséquent, S’ L5 En
se rappelant que S'S”=S'LS”, on obtient: U, | LS| Uy (S7). 11 en suit
U, |LS"| Uy (L), puisque de U, | U, | LS” (L), par exemple, on conclurait
Ui, [ LS (ST).. Or g \U,(L) n'est pas possible, car LS’ est un
segment de L.

Donc, §'S”, étant réguliere et ne contenant plus d’un composant,
est connexe.

Théoreme 10. S, et S, étant deux segments de L, tels
que S, <S,, S; est un segment de S,.

Dem En effet, en vertu du théoreme précédent, S,5, =S, . LS, est connexe.

Théoréme 11. Si P|Q|R(L), S est connexe, S<L, SP=0,
SR=+0, on a2 S »0Q.

Dém. Soit, au contraire, QS=0. Puisque @S, (=0Q.LS), SP(— PLS)
SR (:R.LS) sont réguliéres (2°), on peut en extraire (resp.) des compo-
nents U, V, W. P|Q|R(L) a pour conséquence V|U|W(L) (th. 2 N 6
et th. 2 N 8). La derniere relation, d’autre part, n’est pas possible,
puisque, S étant connexe, de V; W< S on conclut Uw ULU (th. 7 N 5).

Théoréme 12. P, et P, étant parties connexes de L, PB,
est connexe.

Dem, Soit BB, 0.

1) Le théoréme est démontré dans le cas out P et P, sont des seg-
ments de L.

9) Soit P, (=S),un segment de L, et L=P,-+P,-}P,, P,+0,
P, £ 0. Puisque P~ P, et P,-}-P, sont des segments de L (th. 4),
S(P,+P,) et S(Py--P,) sont connexes. Done, si SP, =0 ou SP, =0,
le théoreme est démontré. Supposons SP, &0, SP, 4 0. Alors, se rap-
pelant que P, |Py|p, (L), on conclut a I' aide du th. 11: P, <S. Par%on-
séquent, P,S="F, est connexe.

3) Passons au cas général. Soit L =P, 1P |- P . Puisque P,-}-P,
et P, P, sont des segments de L, (Pl—}—Pl) P, et (P, +P,) P,sont con-
nexes. Si P\P,—0 ou P,P,=0, le théoreme est démontré. Soit P;P2 + 0,
P.P, 0. Alors le th. 11 donne, puisque P, |P,|P, (L): Py <P, dou il
smt que PP, (=P, ) est connexe.

Théoréme 13. Soit S une classe de segments de L qui
appartiennent ala classe S’. Alors 2:2-(8;) est s uns§ops
ment de la classe 8 ou bien égale a L.
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Dém. = est connexe en vertu du th. 5 N 4. Si 'on avait 2| 2|27 (L),
on aurait de méme 3 |S,|2" (L), ot S, est un segment quelconque de
la classe S'?, ce qui est en contradiction avec la définition du segment.

Théoréeme 14. Soit S; une classe de segments de L qui

appartiennent a la classe §. Alors H:H(S'*) est un segment
de la classe 8 ou bien est nulle.

Dém. 11 suffit de remarquer que LII est égale 2 la somme des seg-
ments de la classe LS .

Théoréme 15. P étant une classe de variétés connexes,
faisant partie de L, II=1II(P) est connexe.

Dém. Soit L =P+ P --P" (P"+0 ou P"=0), P étant une variété
quelconque de P, P” et P” des segments des classes §" et 8" respecti-
vement. Soit P’ la classe des segments P’, P” celle de P”.

Il suffit de remarquer que II = L2 (P").LZ (P").

N 9.

Une variété A est dite irréductible entre M et N, si elle satis-
fait aux conditions 1°—3° du N 8 et, en outre, 4°. A><M, A><N,
5°, il n’existe aucune partie connexe B de A qui vérifie les relations
Bo< M, B>< N, B+ A.

Théoréme 1. Soit L une variété linéaire, jouissant de la
propriété suivante: quels que soient des segments S'iet 8"
(appartenants aux classes 8" et 8" respectivement), on a:

St M8 < N
S AT SR
Alors L est irréductible entre M et V.

Dém. On a L><M (resp. L><N), puisque S'><M (resp. §” ><N).
D’autre part, soit 2 une partie connexe de L. Si P est un segment de la

classe §' (resp. §8”), on a P>N (resp. P> M). Si P n'est pas un

segment de. L, posons L=P-+P" 4P’ P' 40, P"40. P+ P (resp.
P-- P") étant un segment de L de la classe 8’ (resp. §”), ona P+ P'>kN
P-4 P>k M. Donc, P>X M, P> N.

Théoréme 2. Soit ' A une variété irrédductible entse M
et N. Alors A estlinéaire. Des segments de A satisfont
au relations duadthéoréme précédent,

Dém. Soient P,, P,, P, trois parties de A, connexes et non nulles,
telles que P,P,=— P,P,= P,P, =0. Supposons qu'aucune des relations
Py|Py| Py(L), Py|Ps|Py(L), Ps|P,|Py(L) n'est satisfaite. Alors, posons:

AP, AP, __ g7.

Ueft—= U =0
AP, AP,

2= 7 2 /

I =i vl

Uth— U4

5
'— U,

Py Py
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ce qui entraine P;<U;(i, j=1,2, 3; i/). On en conclut AU, <AP,
et puisque P, < AU, AU, étant connexe (th. 9 N 5), on a U“JD Uipt':Ui,
doll b suit AU, U G 7=1,"2"% i L)) < /

Sl était U, >< M, U, >k N, on obtiendrait AU, > M (axiome 1V B),
de méme AU, ><N ce qui, AU, étant connexe, signifierait que A n’est
pas irréductible. Donc, supposons, par exemple, U; ><M. Alors U, >K N
a cause de lirréducibilit¢ de A. Par conséquent, AU,><N (axiome [V);
_ puisque AU, < U,, on a, plus loin: U,><N. On continue de la maniere
semblable: U,><M, AU, ><M, Us;><M, UsS< N, AU, ><N, U, ><N. La
derniére relation, jointe a U;>< M, est en contradiction avec Iirréduci-
bilité de A.

Donc, il reste a2 supposer que P,, P,, P; sont alignées dans A, c’est-
a-dire A est lindaire.

Soient S8’ et §” deux classes de segments de - A.

Un segment S* de la classe S§' est conjoint a l'une des variétés

M, N. En effet, de S >k M, S; >k NV on déduirait que LS*><M, LS* >N
ce qui est impossible de méme, il faut rejeter S' >< M, S' ><N.
Soit S >< M, S S N. Alors LS (de Ia classe S”) satisfait aux re-

lations: LS >k M, LS s,

On s’assure sans peine qu’on a S'><M, S N S M, ST N
quels que soient les segments S’ et S” des classes S’ et §” resp. (th. 8 N 8).

Il serait possible de prendre lirréducibilité entre M et N pour la
propriété définissant les variéteés lin€aires. Cependant l'irréducibilité entre
M et N n’est pas une propriété intrinseque de la variété considérée
(voir le N 1). C’est pourquoi j'ai procédé autrement.

Il n’est pas nécessaire a insister sur le fait que Uirréducibilité ici
définie n’est pas équivalente a [lirréducibilité¢ de M. Zoretti, méme pour
le cas de I'espace Euclidien, ainsi que la notion de la ligne elle-méme.

N 10.

Dans le cas ot L est une variété connexe élémentaire,
la condition nécessaire et suffisante pour que L soit li-
neéaire consiste en ce gque- tous ses eléments soient alis
gnées dans L.

Les démonstrations des théorémes du N 8 sont simplifiées beaucoup
dans ce cas. Le théoréme du N 7 peut étre appliqué a la classe E; de
tous les éléments de L. Un segment S de L peut étre défini par ce qu'on
appelle ,Section de Dedekind*.

Considérons le cas particulier de I'’espace Euclidien E,. On appelle
ordinairement ligne simple de Jordan l'ensemble J de points de
'espace E. homéomorphe(*) a I'un des intervalles JO0<C¢< 1),
10D, | 0<E<CTD).

(*) Deux ensembles sont dits homéomorphes, s’il existe une correspondance biunivoque
et bicontinue entre eux. '




Sur quelques notions fondamentales de la Topologie abstraite 93

Ou s'assure’ aisément que la ligne de Jordan est une variéte
linéaire dans le sens précisé dans le N 8. Il est suffisant de
le vérifier pour les intervalles |, i, [ Trois éléments t=1¢, t="1,, t=14
étant donnés, soit, par exemple, ¢, <, <Z;. Alors, en posant U= (t<t),
V= (t>1,), on a £, < U, t;<V, U>KV, puisque UV L v =0,
Bongc, £ |\ ts (1) »

La notion de la variété linéaire est, cependant, plus large que celle
de la ligne de Jordan. L’ensemble de points consistant de la courbe

y»:sinéc— (x4 0) et du point x—y=0 en donne la preuve.

I est intéressant d’indiquer une classe des variétés linéaires qui,
dans le cas de lespace Euclidien, soit confondue avec la classe des
lignes de Jordan.

Définition Soit L une variété linéaire, P une partie connexe et
non nulle quelconque de L. Soient A et B deux classes quelconques de
variétés connexes et non nulles, faisant partie de L. Supposons, de plus,
que, A étant une variété de A, il existe toujours une vari¢té B de B,
satisfaisant a la relation: :
A|B|P(L).

Si, chaque fois que les conditions énumerées sont
remplies, la relation P><2(A) entraine P><3(B), la variété L
est appelée ligne simple de Jordan.

Dans le cas oit L est élémentaire il suffit de prendre pour A et B
deux classes d’éléments.

Il est facile a vérifier que la ligne de Jordan au sens habituel satisfait
3 la définition ci-dessus. 1l suffit de considérer les intervalles |, i, | Soit
P=(t=p), A soit la classe de points {f=a}, B la classe de points
{t=>5}{, telles que la relation p<la (resp. p>a) entraine lexistence
d’un . point & tel que p<<b<la (resp. p>b>a). Supposons que
lim a,=p. Alors, en choisissant des points b, d’une telle maniére qu’il

n—roo

soit p<b,,-< a, ou p > b, > a, suivant que p<a, ou p>a, on en con-
clut: lim b,=p. Donc, les intervales |, §, [ et, par conséquent, toutes les

n—co
lignes de Jordan (dans le sens habituel) satisfont a notre définition.

La proposition inverse, affirmant que chaque variété linéaire, satisfai-
sant 2 la définition précédente, est homéomorphe a l'un des intervalles
I. i, |, est demontrée dans un autre ouvrage.







B. BPXEYKA

Pewenue uucieHusix ypaBHeHui )

CyuiecTByeT I0BOJLHO MHOTO MPUEMOB BBIYHC/ICHHS KODHeH C UHMC/IeH-
HeIMH Ko3(duuuentamy; regula falsi, cmoco6 Newton’a, cnoco6 Lagrange’a,
cnoco6 Graeffe.

Ipenmymectso crnocoba Graeffe nepex BcAkuMH IPYTMMH CHOcOGaMH
3aK/II0UAETCS B TOM, YTO OH He TpeOyeT OTAeNeHHS KOpHEeH H NpHUrofieH
B Cjydae KOMIUVIEKCHEIX KODHEH, XOTsl C/AelyeT 3aMeTHTh, 4TO B CJAydae
KOMIIEKCHBIX KOpHe#t npu cmocobe Graeffe npuxonurcs NpPOHSBOLMTE
CMITKOM MHOTO BBIYHCJEHHi; HO MpaKkTHuecKoe sHaueHde crnocoba Graeffe
BHE BCSIKOrO COMHEHHS.

[IpepsaraeMelil HEKe CMOCOG pelICHYs yDaBHEHHH HMeeT Te e Mpe-
uMyIecTsa, 4to U crnoco6 Graeffe, T. e. NpHUMEHHM B Cydae KOMIJIEKCHBIX
KOpHell u He TpeOyeT OTAENeHHs KOPHEH; NpaBla, Kasalochb Obl, 4TO NpPH
HAaIHYMH TeopeMsl Sturm’a, BUOJHE paspemaiouiell BOnpoc 06 OTIENCHHH
KOpHEi, He OCOOEHHO BAXXHO YKA3aHHOE OOGCTOSTENBCTBO, UTO crnoco6 He
Tpe6yer OTHe/NeHHs KODHEH, HO NPaKTHKa [OKA3bIBAeT, UYTO MPUMEHCHHE
Teopemsl Sturm'a 3aTPYAHHTENBHO MO IJIHHHOTE M YTOMUTE/NBHOCTH CONpH-
XKEHHEIX C HHM BHIUHCJIEHHH. .

§ 1. Ilycts UMeeM ypaBHEHHE 7-TOH CTeNeHH, KOTOpoe OyleMm NUcaThb
B BHIE

Xt—ay 1)67171—612'1)6”;2*—‘613,1/\:"*3 s S = 0; (1)
M JIOMyCTHM, YTO @; TaKOH KOopenb ypasHeHs (1), UTO ;
lay [ > a5, [as], [ gl ... |@n1], | @a,

T. €. MOXY/Ab a, 6OJIbIIE MOLY/S KauJOTO H3 OCTaJbHEIX KODHEH.
YMBoxuM o6e uyacTH ypaBHeHHs (1) Ha X U MOTYUHM:

XL gy Xt — Qg X — @ KR = B 1 X — A1 X =0,

(*) ﬂ'pennarzgem,m crnoco6 B ONHOM HANpaBJIEHHH OCHOBAH HA MBIC/H, KOTOpasg BOCXO-
mut eme k Dan. Bernoulli.
Cwm. 1) D. Bernoulli. Commentationes Petropolitanae 3.1728°p. 92,
2) Jacobi. Observatiunculae etc. Werke, Bd. 3, S. 280.
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B MOCJAENHEM yPaBHEHHM 3aMEHHM X" MOJBL3YsCh ypaBHeHuem (1), HMeem:

X — gy 1 (@ 1 X @1 X o @1 X 5 1) — @1 X — @5 X —

UIIH i ke
2 s b =
L8, - B ) X G, 10,0 Baa ) R (G, o, T G ) —
R — 0;
HIIH
X @y 9 X" — @y 2 X R — g X — e — @y =0,
rae

Ay, 2— dll l—f— Az, 15 Az 2=— 41,14z, 1-{— Qs 1y Q324 1“3,1‘]"0;,1; vy Bpo=—4a 1+an, 1,

o6e yacTH MOCJEIHEro ypaBHEHHS ONATh YMHOXKAE€M Ha X H 0CBOGOAHMCS
OT X%, Tnoab3ysich ypaBHeHHeM nepBeIM (1), mosnyuum:

K g g ey g F — @l o — e =),
riue
111,[3=a1,1al,2—f—612,2; 42,3202,101,2+ds,2; as,szds,lds,z+a4,z;n~; QAn 3==0Qa1,20n1.
I_IDEJIHOJIO}KP!M, YTO 3Ty OIE€panHio YMHOXKEHHA Ha X H OCBOﬁO}K}IEHHﬂ o7

X" Ha OCHOBaHHM ypaBHeHHs (1) MBI mpojenaeM k pas, Torjza NpHAIEM K
YPaBHEHHIO:

X — @y g1 X — g X — By g1 X — B =0, 2)
rape
Q1 pp1=— Q1,101 + Qa2 Qap=—0a21Q1 —}— as,r; } (3)
Qa3 k41 — 3,101 % -1'— Qiky Qnpt+1=— Qn 101,k :
YMHOXUM 06e yacTH ypaBHeHHs (2) Ha X M, 3aMEHsisa X", MOJYYHM
xn—{-—k+1 axd; a1,k+g)’~'”—1 e az,k-{-zxn’"g >3 as'k_*_,_)xnf'd s b v e an,k+2 — 0’
COCTaBHM OTHOIIEHHS
ai,p12 Az, k2 asz ke Qp k2
) ’ g (4)
ai, k1 A2 k41 a3 k41 Qpn k+1

W NOKaXeM, YTO KaXKAOE W3 HANHCAHHBIX OTHOWIEHHH NpH k— co HUMeeT
npenen U 3TOT mpepen OyIeT Kak pas a,.
ITonbsysick paBeHcTBaMH (3), MOXEM  HAMHCATH:

A1 p+1 = Q1,1Q1 ¢ + Ao, p=— A11d1£ + Q312 f1 + A3 1=
=111 ¢ —I— Q2,101 p—1 - 03,181, 2 + Qnp—2—
= aQ1,141,% —l— Q2,1Q1,5—1 —I— as3,101,r—2 + Q4101 3 —!— 28 —]— An1Qk-—ni1-
Hrak MBI npUIIIH K PaBeHCTBY
ai,p+1 = a1,101,% —l— Q3 141,r—1 + Q31Q1,p—2 + gt e + Qr, 181 k—n+15 (5)

AACHO, KOHEYHO, 4YTO MOXXHO HANHCATh TAKOE€ pPAaBEHCTBO

Q12 = Q1,141 41 —}— Q2 11,5 + 3,101, p—1 + 354 —}— Qn 181, k—n +1



Peurenpe uncieHHBIX ypaBHERHH : 9F
H MOXHO, KOHEYHO, HAIIHCaTh TaKoe PaBeHCTBO:

Q1 pin = Q1,101 kbn—1 ~+ @2,101, p4n—2 a3, 121, k4n—3 —f— 2y —f— Qp 1Q1k
HJIH

@1, ktn — Q1,10 kb1~ @211 pn—2 — Q3,101 ktn—5— " * — Ap,121, =0, (6)

[lecToe MOXkeM CYUTATh YPABHEHHEM B KOHEUHEIX pasHocTax. Ecau mui
HMEEM ypaBHEHHE B KOHEYHBIX Pa3HOCTSX, HallpHMEp:

Va@o +yx+1al + et _%_,Vx—{-nan =0,
TO pEIIeHHEM 3TOrC ypaBHEHHSA OyIer:
X ¥ X
b v il SR ol M SRR S

NpH YeM 7y, Py, F5... 7, KODHH YPaBHEHHS:

Py~ g, g g, 20,

M BCE 3TH KOPHH PDAa3AHYHHL, Cj, Cs, C3...C, MOMHO BCErIa HANTH, Kak
TONBKO HAM H3BECTHO V., HalNpHMep, XoTd Ou mag x=0, 1, 2... n—1.

[lpunuMas BO BHHMaHHEe BCE TONBKO UTO CKa3aHHOe, 3aliMeMcs pa-
BeHcTBOM (6), T. e. mocraBuM cebe 3ajady OMpeNeNCHUS ai.? Hanumem
ISl LIECTOTO XapaKTePUCTHUECKOE YPaBHEHHE:

Pl e PP Ga P e =

SICHO, KOHEYHO, YTO KODHH MOC/IENHEro YDABHEHHS COBNANAIOT C KODHAMH
ypasuenust (1). Kopenb a, ypaBuenus (1) cornacEO Hamemy Mpeanosno-
XEHHIO TaKOH, UTO

lay[>]as], fag| ... |aal.

Pemenne ypaeHenus (6) HamHIIeTcs TaK:

dp=2c,0; +c,0f 1-caf 4 ¢ af i @
H3 IOCJENHEero HMeeM, OUYEBHIHO:
Rl 1 AL k1
B =59 g s RS R (8)
COCTaBHM OTHOLIEHHUE @1 411 K @1k HAXOIHM:
R | bl - Bt -y +1
a1'k+1 Ca TCQCL +C —I— —]—C

9
B [ +03a3 e f-c,a

fanee THIIEM:
; o\ k1 k41
al,k-klv“fTl 61 G ( :) b ( ) Wied < :
== Ttk % )
e - SRR el +---+cﬂ@';>

nepeisa K npeneny nOpH k— oo, HUMeeM:

. A1kt - c
lim g SL—gq,
Ak ¢y

Beprwmenn. Haykosi sanucku, sum. 111 7
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i \\k
TaK Kak lim(—;t—’f) =0, 119 P=2,3,4...n, n60 k—>o00, a gna p=2,3,4...n
1

fap|<la,| m ¢, £0.
[Mokaxem, uto ¢; # 0; C UETBIO COKpAIUEHHs MNHCbMAa I[OBEIEM pac-
CYXIEHHA Ha TAKOM yDaBHEHHH:

x4 —ay, 1 x% — @y 1 X% — Az 1 X — @y,1 =0;

HMeeM:
4
1
(1) a1 :Eai;
1
4 4
(1 5] ay,2 = G1,1011 + a1 — 51,1201‘ —_Eai Qe
i 1
(1,) @15 = Q12011 Q2,2 = Q12411 - a1,1851 @31 =
4
=— 01,22% —ay, 12‘11' Ge Q3,15
Ty
(1,) Qg4 = Q13011 Q1,200 1+ Q1,151 -+ A1 =

| & 1
—"y DVai'—"al 9S1a[-ag—¥—a11 a;. Qellyg — O QAT .
'3 d -2 2 ! ) i 4 Bl

3 L A S e
C npyro#i cTopoHH, ecnu ¢, = 0, T0 a1, =¢,a; c,as--c,at, u B TaKoM
c/lyyae HMEET MECTO:

4 4 4
{1 Ai,4= aI,SE“i — al,‘ZE”’iae - al,lzaz Qep.
9 2 9

Buuutas (1,) u3 (1,), nonyunm:
4
1,30, — Q1,2 alzaf @110, 2”1' a, — @,a,a50, =0;

2

cokpamas Ha a, 7 0, nomyuyum:

4 4
(13’) Qi3 — a1,2Eai = a1,12<1[ (01 —1“— Qy0s0y.
Boryuras (1,°) u3 (15), nmoce npeoOpasoBaHHH NONYUHM:
4 4
R
(12/) ai o= 01,12%—2% Qe

Briunraa (1,) us (1,), Haizem:
1,10, — @, (@y a3 +a,) =0,

H TaK Kak a, #0, 10 a;,1=¢a,--a;—-a,, a 3T0 HEBO3MOXKHO, CJEL0Ba-
TeabHO ¢; £ 0.
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Teneps HeO6XOIWMO JOKAa3aTh, 4TO M OCTAIbHEIE OTHOUWIEHHS (4)
cTpeMATcs NpPH k— co K MOpejeny, PaBHOMY a,; HauHEM C NOCJAeXHEro
OTHOIIEGHUS U NMPH NOKA34aTENbCTBE GyIeM MOJb30BAaTbCA paBeHCTBaMH (3):

Quptt  Cn1@re 1k

’

Qn,k Qn 101,51 e ai,k—1
OTKyJa sCHO, 4TO

an,k+i:1im aik 1
An ke ai,z—1 ;

k—rco k—co

lim

Hanee umeMm (monb3yeMmcs DaBEHCTBAMH 3):

N . An—1,141,% + An,k . An—1.1Q1 % + An1a1,p—1
b ==t [ — lim —
koo An—1k koo an—1,1a1,k-1+¢ln,k—1 koo an—1,1ai,k_1+an, 11,22
a
1.k |
An1,1 s
el G A,k1 : Ap—1,104 + Qn 1 -
:llm e :Gl-————:al()’
a
Qay,k—2 1L,k—1 An—1101—+ A1
Qn—1,1 a + Qp 1
9

]

yTOo ¥ Tpe60oBanOCh HOKAa3aTh.

OueBHIHO, UTO, MPOAOJKAS HAlIK PacCy:XACHUS TaKUM ke 06pasom,
MB JIOKaXEM CYLIECTBOBAaHHE Mpeneta KaXJAOro M3 OTHOLIEHHH (4), mpH
4yeM GYHET I/ BCEX OTHOUIGHHH OJHH M TOT XKe Mpelaest, @ HMECHHO a;.

[Tocie Toro Kak HaMHM JOKa3aHO CYLIECTBOBaHHE IIpelena, TO SICHO,
yTo J1000€ M3 OTHOILIEHHH (4) MOXKHO NPUHATH 33 NPHUOIMKEHHOE 3Haue-
HHE KODHA a,; M NMEPei HaMmHM cefiyac apyras 3anaya, a HMEHHO Ype3BHI-
YailHO BAXHO [/ NPAaKTHKH OLEHHTb Ty INOrPeIIHOCTb, KOTOPYIO MHI Je-
JIa€M, OCTAHABAMBAfCh HA KAKOM-HHOyJIb NPUOJHXKEHHH; C LGB0 Ha-
XOXIEHHA OIIMOKH BHINKHIUEM JBa yDABHEHHA, 4 HMEHHO:

Xt — Gy XT— @y p X E— A i X — o — Qa1 =0 | Qi pp ‘

xn+k+1_ al’k+2xﬂ—1___ a27k+2xn—2_ a3'k+2xﬂ—3 PN e aﬂ,k+2 — 0 al,k+1 |

HcknouaeM M3 IBYX NOCAeIHHX YypaBHeHHH x"~!, YMHOXad IJIS 3TOro
NepBO€ HA &y zy2, BTOPOE HA @1 x41, M BHYHTAEM H3 BTOPOro MEPBOE,
HaXOIHM:

Ay ey X — gy ppaxP R @2, k4181, pt2 — Q2 pyo0y pt1) XV 2 (A3, p11G1, o4 —
- 2l et
— @3, m42@151) X0 A o = (B 4181 k2 — Gneteds, k1) = 05

nens o6e 4acTH MOCAENHEro Ha X"*@ i), HAXOMHM:

X

Qe (@2, k101, kp2— Q2 2y 2@1 k41) X2 (A5 k181, hp2— ds.k+2£ll,k+1) e +
1,841 @y, b1 (@1, - G p o X2~ O < )

(@n, k2 — G p10@1, k1)
i ; : : _—
R @1t (AL p 1 X" - Qoo X P o = Bppgr)

rie B NOCAenHeM useHe X" 3ameHEeHO Ha OCHOBaHHH (2), TaKk Kak Mo

(*) an—-l,lal + arz,l :': 0.

I et LT WY AR SR SRS VU e M S S
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. ek A1 g1
JOKa3aHHOMy lim S prhme MPHHAB 33 KOPEHb — = IOMyCKaeM
k

3 )

oIH6KY, PaBHYIO:

(@2, k4101, pp2 — Qo pg 201 py1) X7 —+ (@s3,k1101, 5 12— By piati gL}

@1 ptt (@1, e X7 Aot XV - Angt)

B —‘r (an,k+1fl1,k+2 S an,k+2dx,k+1) b
ot (@ g1 X2 - B X" e e )

[IpeAno/0KHM TeNepb, YTO MBI XKE/IAEM IO MpeanaraeMomy crnocoby HaUTH
KOpEeHb, abCOMOTHAsA BEMHYHHA KOTOPOro GoJplie aBGCOMIOTHOH BEJIUYHMHEL
KaXJOr0 M3 OCTAIbHEIX KOpHEH, TO HHTEDECHO 3HATh, KOTJa e OCTaHO-
BHTbCA B npeo6pasoBanusx? K Bo Bpems sTOro mpouecca npeo6pasoBaHus
BHIHO JIH, YTO KODE€Hb, 00/IaJafolIMH YKa3aHHBIMH CBOHCTBAaMH, HMeEeTCs?

QOueBHAHO, YTO YTBEDIAMTEJBHBIM OTBETOM Ha IepBHIA H BTOpOH
BONPOC SABJSIETCS HaJHuUKME OOCTOSATE/IBCTBA:

Ai,e+1  Qopt1 A3kt Ap, kg1
== = —_— e —
aLe Qo aspr A,k

=

T. €. MPONOPIHOHAMBLHOCTE (NPHGIKKEHHAs) KO3 (HIHEHTOB.

Temepb oCTaeTcsl I0KAasaTh elle OJHO OOCTOSITENBCTBO, KOTOPOE Oy neT
WrpaTh NpPU MPHMEHEHHH [PEJJIaraeMoro Crnocoda BaxHyIO po/ib, a HMEHHO,
410, NPHPABHSB HY/MIO BCE, YTO OCTAETCs MOC]e OTGPACHIBAHHA WIEHA AP
B ypaBHeHuH (2), T. €.

e X G - Gapp =0,
MoAyuyMM ypaBHEHHE, KOTOpoe NPUOIHKEHHOE TaeT KODHH Qp, Us, Giy...y e
IMoxaxemMm, 4TO
n
‘ Go g1
figy D N g i

AT
k—co A1, k41 ‘2

[onbaysach paBeHCTBaMH (3), HMEeM:

Q1,p41 = 1,181k —%— Q2 ks

CJEeI0BATEAbHO:

Ay, 2 = Q1,101 k41 + @3, k41,
OTCIOA:

Qs g1 = Q1 k42 — Q1,101 £ 41,
a NOTOMY:

" Qo k1 . Qipis——@1100 bt : a1 pi1-2
lim — —1im = i B e
koo A1 k41 koo a1, k41 kco \ Q1 pt1

— al,l) = (11 —= (b}

yTo H TpeboBasOCh MOKa3aTh.
Touso Tak ke Hapaem, 4TO

n

oo B E :
i = Ei, kaag.
k—sco Q1,81 -
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JleliCTBUTENIBHO:
n I

n n
2,-, ko, — E,-, kaiap -+ a, E‘ B E, kaoy +a, (a1,1— ay).
2 1 2 2

Orcroa HMEeM:

n n
i, kaiak — 25‘ ka-lak — a4 (a1,1 5= (11) = — Q21— 0g (al,l = (11).

2 1

[Tumem:
. A3 pt1 . Ao pto— Q2,101 k41 . Qypys— Ay A pto— Q2101 k41
; lim AL fjm 22 L iR s LA 1
koo M 1 koo 1, kp1 k00 a1, p+1
: Qipis Qigpls Q1 p+2 i 2

iy [ AR B ORI g o) — St

bosoo B pt2  ALkr41 a1, k1 /

yTo M TpeboBaJOCh NOKA3aThb.
[Tpumenss Te e PAaCCyXIEHH#, MBI JCTKO CMOKEM NOKa3aTe, 4TI0

n n
! aM 5 5 as. .k "
lim 2% —= — Y aapa; 1im = Y 00,05 ..
ko0 A1,k . koo QLk 7
: An.k
o lim =2 = (— 1)"a,a304- + - Gne
k—o0 al,k

MTak, MOXKHO TeHepb YTBEPKAaTb, YTO YKA3aHHOE HAMH YDABHEHHE
ZIefiCTBHTeNbHO OyHeT LaBaTh NPUOIHKEHHO KOPHH Gy Og... Gn ©
§ 2. IpenmonoxuM, YTO KODHHM HALIEro ypaBHEHHS (L

4 U a
TaKHe, uTO
lay ], e > 1agls [aglse.es | Q|
U
. &y 5 G

: é
Hanumem ypapHende (2) H eile ABAa ypaBHEHUs, MOJydaloOMHECd H3
HEro MyTeM YMHOXEHHUS Ha X

(Y — g g1 X7 — Gt X — a0 = e B = 0;
(17) xretl— @y o™ — Qo gy X2 — G, pioXt=3— . — g2 =0;
(1" xP TR — @y e X — Qo s X" 2 — g X2 — e — n et = 0.

HUexarouum x7—' us (1) u (17) u u3 (1" u (1), momy4nm:

XnHRLQy g — (g, ppa X" TR — (@2, k201,41 — B I g X =
— (@3, b2t 1 — @3, o101, p2) X0 — o — (@, 20, ket — Bn pp01, 4 2) =0, (1)
X2y g — XTI s — (@2 el ke — Qo ppol 1) X0 — ‘
— (@3, k1301, k42 — Qs pp2lt, bt 3) X0 — 00 — (@n, ras@r,kp2 — 3, wrsan,er2) =0, (1)
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H TNOKaXEM Telepb, YTO KOPHH yDaBHEHH:

(02,k+2611,k+1 — @2, 24181 pt o) X3 - (aa,k+2d1,k+1 — Q3 k1101, py2) X3 ‘}' vl
v (@n e 2l ht — p 481, 542) = O

JagyT HaM NpHOIHIKEHHO:
Qe A
a ypaBHEHHS:

al,k+2x2 — Q1 p43 X Qo ptali pto — Ao pt2@i pt3

e 3

QL p+1 X — Q1,112 Qo 21, pt1 — A2 p4181 pto
Q1 pbe— X2 — @y p_3x

DD —Vu—3y It Vn—p: e T
TAE ¥n—3y Vn—ty Yn-55.-., Yo O3HAUAIOT OTHOILIEHHE KO3(DOHUHEHTOB MpPH
X8, xn—4, x"75, ..., x° ypaBHeHuit (1) u (1”) ZacT npUGAHIKEHHO KODHH
a; U Oy, HaHIEM:

i A2 k4301, k42 — A2, p4-201,p13 >
k—oo A2, k4221 k41— Q2 k1141, k42

MH 3HaeMm, 4TO

Q1 k+4 = Q1,101 13 —f— a2, p4-3,
OTCrHO A a:
Qz,p4-3 = Q1,644 — Q1,101 k35

JaJjee HalHIeM TOYHO Tax Xe:

Q2 k42 = Q1 43— Q1,1Q1, 1} 3;
A2, p41 = Q12— Q1101 311,

e

NOACTABAASA B TO BHIPaxceHHe, lim KOTOPOTO HAaC HHTEPECYET, HUMeeM:

(511,1:-;-4 — Q1,184,3+3) ayp4o— (611, Bt — a1,1¢1,k+2) aL,rds
(a1,k+3 — 1,101, 142) Q1 g4y — (@1, 22— 81,1a1,k+1) AWA)

2
A1 p44Q1, ko — Q1 k13

Hid 2
Q1,p13Q1,p41 — A1, p+2
Janee Mbl 3HaeM, yTo ¢

E k E k
Q== 0(101 —1'— C203  — Csa3 }— —{—c,,a,,
Bf1 B41 Bl Bt
1, 1= €1a1+ 4 Cza2+ + 03G3+ '}— +€nan+
H T. I., OACTABAsSA, HMeeM:
) Ba A Bfd kt2 k2 k+2 k42
(€1a1 +cza’2 +€3a3 +"'+Cna;z )(Clal +Cza2 -{—c3a3 +"'+Cnan )
*t3 %+ PR E3 P e Bl Er1
(e, e Fe,0, e a7+ +c,aiT) (¢ 0+, SR ZC I R A
k3 743 k43 3
(C1a1+ —}—62a2+ +53a3+ +"'+Cna:+ s
72 Ttz 72 PR
(clal el P T R T )
k44 kLo k2 Bl E+3 Et3
B g + ¢, c,0i 0l —Zppea e P L

kF3 kt1 A+1_kts k2 _rto <
€, 6,8, Gy 9L 6,0, 4, 251030‘1 e + M
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rJIe BBIIHCAHBI CHAYasa YiIeHH, COJCpKaAIIUE 0y H Gy, T. €. YJIEHBI THIIA a’l’ag,

TaK K4K WIeHH 3TOrO THNAa NPH HaxXOXIEGHHH Npejena GyAyT Urpark r/as-
Hyl0 posb;, GykBaMu L u M 0603HauEHH CYMMEl YIEHOB THIA:

Pl

s

npa ueM, ecad k=12, 10 [ 1,2; uncauTens ¥ 3HAMEHATEJs NMOCIEAHEro
1 k1
BHIpAXKEHHS JeJHM Ha af+ : a;L H IOJNYYHUM:
3 3 2= Ve
€1 6,¢, G, —I— €, 6,0, 0, _2C1 €, 0y G,y + A1
1 2

” 5 M
- J_ = s e L s
€ty L6 % 261 A Gt
1 ¢

)

Npeies MOCAEIHEr0 BEIPAXKEHHsA MPH k—O0 B CHIYy TOrO, 4TO
la], |6a] > as], laglyess |0l
H B CHay TOro, uto L u M He COZepXAaT Y/JICHOB THNA afal, Gyzer:

3 | 3 2 2
€1Co0 Qg = €160 By — 2C1C50, Oy ¢105(%) @10, (@) — @y)°

: = Q1 G9;
€16y (@ — G9)?

2 2
€1Co0y - €1C58,— 2,001 @y
HTAK!
Q2 pi3Q1 k42 — Q2 pyo@1 el
A2 k421 k41— A2, 131, k42

lim

a,0y.

HpHMEHHﬂ T€ XK€ pacCyXIEHHsA, MOXKHO JOKa3aTb, HTO

: Qipts  Gipi1 Qo pis@ipyo— @2 pto@1 s
Ilm[ il R T T acstiia s BRESVERN ST 0
a1, k-2 Qi pte Q2 ppo01, k1 — A2,k 1100 k42

E—

HakoHell, M0/B3ysSCh PAaBEHCTBAMH (3), MBI JIETKO JIOKaXeM, 4TO MpH k— o0

KODHH ypaBHEHHs (9) CTPEMATCS K KOPHAM Q3, @y U5 ... On
Hanbiie MOXHO ObJIO OBl MOHTH TAaKHM MNYTEM H NPEANOJOXKHTEH, 4TO,
HaNpUMEp, KODHU @, O, Oy TAKHE, YTO @y, Og, Gg > Gy O Gg «.. G HT. L,

M NMyTeM MCKIIOUEHH M3 NpeVIOKEeHHHX YypasHemui 1, 17, 1” MBI cMoO-
JKeM HAaHTH BCE€ KODHH.

[Tpumep 1.

Pewntb ypaBHenue (*¥):
»—-2x—2=0; €]

HMeeM:
xt—2x2—2x=0; (1)

(*) ¢330 1 ¢, F0.
(**) D10 ypasmenue pemero y Webera. Lehrbuch der Algebra. Bd. I, ctp. 393; omno
peleHo Kak TPexuieHHoe ypaBHeRHe no merony [aycca n Halneno:

X, =1,769292; x, ,==0,884646 1 0,589740..
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BO3BOZAS (1) B 4eTBepTyw cremeHs u 3ameHss x* u £® ma OCHOBaHHH
(1) u (1), nonyuum: A
X2 — 2 (8x2 - 14x-9)=0; (I
BO3BOAS B kBazxpaT (1”) u 3ameHss x* 4 x® Ha OCHOBAHUHU (1) u (1), umeem:

x4 — 28 (46842 - 828.x - 529) — 0; (1
ymHOXas Ha X (1”) u samenas x® u T. &, moayuHM:

X% — 98 (828x® - 1465x -1 936) — 0, 1

OtHomenne Ko3DGUUMEHTOB NpPH X2, x, A° ypaBHenu#t (1”) u (1””) naer:

828 1465

4_68: 1,76923,, .y m: 1,76932- ey
936

=55 = 1,76937 ...

[TponopuuonaneroCTe KOSD(MHIHEHTOB yKasbiBaeT Ha TO, YTO ypaBHEHHe
(1) umeer oauH KOpeHb, GoablIe, uyeM ABa APYTHE, NPHOAHKEHHOE 3Ha-
YEHHE 3TOro KOpHs Gyner:

K169,

IBa JPYrHX KODHS HAaHIEM M3 ypaBHEHHUS:

468x2 4- 828x - 529 — 0;
X1, = —0,88461 -+ 0,589743 ;

TOXE C YEeTBEDPTEIM BEPHEIM 3HAKOM.
Ecnu 661 moxenann HaiiTh Gonee Toumble 3HAUEHHS KODHEH, TO MOXKHO
OBlI0 OBl MOHTH ABYMS MyTSMHU:
1. Eme noBLICHTH CTENeHb YpaBHEHHS 0,
2. Halitu nonpasky /% ans xopus mo bopmyane:
h W ,f (al) (4')
e : ,
J(ay)
KOTOpas NPHMEHHMA KaK B C/y4ae NeHCTBUTEbHBIX KODHEH, TaK H MHHMELX.
[Ipamep 2 (**):

x5——x3—2x2—2x—1:0.' (D

(*) Cm. 1) A. H. Kpuinos. Jlekuun o NpHOIMKEHHBIX BbluMCAeHHsX, w31, 1907 roxa
2) C. Runge und H. Konig. Numerisches Rechnen. Crp. 152, 155, usn. 1924. 3) Praktische
Analysis von H. von Sanden. Crp. 152—156, usn. 1923 r.

(*%) Ilpumep B3at u3 Lehrbuch der Algebra H. Weber'a, ctp. 389; npumep tam peures
no crnocoby I'pedde, u Haineno aaa x; = 1,73471...; 1am ke NoOKa3aHo, 4TO ypaBHEHHE HMeeT
ONMH NCHCTBUTENBHBIH KOPEHb H 4 KOMIMEKCHEIX; ¢M. cTp. 350.
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[TumeM, xkak ¥ pasblie:

X —xt — 243 — 22— x=0; ‘X —2x*—3x%—3x2—2x—1=0;
x%—3x*—5x%® —6x2—5x—2=—0;

Bo3Boada (1) B xBaxpar, samMensas x5 u 1. 1.;
[loTom emie pas B KBajpaT H HAKOHEL NOCIeIHEE YMHOXaeM Ha X,
NoMyyaem:
X0 — 2229x* — 3867.x% — 447942 — 3311x — 1285 =0; (1)
X2 — 3867xt — 670843 — 776942 — 5743x — 2229 =0. (1")

Bssas ornomenne xoadpduuuentos (1”) u (1'), umeem:

3867 6708 . T769 ,
Soos — LTMBEE...; o TTRAT.L e — L7845
5743 7 00 1, s e

s — LIB45.. 0 m 1 T3M6s L = L7358,

Haiizem renepb KOMIVIEKCHEIE KODHH; C 3TOH Le/IbI0 BHIHUIIEM ypDaBHEHHS:

(1) x°—2229x*— 3867x*— 4479x°>— 3311x—1285=0; | — 852
(17) x®*—3867x* — 6708x> — 7769x%—5743x — 2229 =0: 3192
(17) x*2—6708x* — 11636.4® — 13477 x% — 9963x — 3867 = 0; | — 1557

H YMHOXHM o6e uacTu Ka>xXJ0ro M3 BbIIIHCAHHBIX ypaBHEHHfr’i Ha:

(1) 3867 .11636 — 6708 . 6708 — — 852;
(1) 6708. 3867 — 222911636 — 3192;
(1" 2229, 6708 —3867. 3867 = — 1557;

cnoxus (1) (17) (17), noryunm:
— 1557422 - 3192x%1 — 852x%° — 1149x2 —1707x — 771 =0;

oTOpachiBag B MOCAEIHEM WIEHH, comepxkamue x>°, x* u X2, noayuum
ypaBHEHHUE:
114942 1707x -+ 771 =0,

pemass KOTOpoe, HalZeM Napy KOMIVIEKCHBIX KODHEH, a HMEHHO mapy KOM-
NJIEKCHBX KOpDHEeH Mo MOLYJI MEHbIIUX,

HaXOUM: X23— 0,743+ 0,345 i.

O16pocus, nanpumep, B (1”) ypaBHEHHH uJIeH, cOLepialui x2!, moaydum
ypaBHEHHE!

3867 x* -} 6708 |- 77694 |- 5743.x - 2229 — 0,

KOTOpOe NpPUOJIMKEHHO NacT 4 KOMIVICKCHBIX KODHA M B TOM YHCAE Xo3;.

CNeI0BaTCNIbHO, Ha3blBad 4 H O KOPEHb:

W~ i,

£

et o =
PN

P

LIy

i

e PR Ty e Y e =
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HMEEM:
S 6708 771

L

U3 NEPBOr0 HAaXOAHM:

u=—0,125;
BTOpOE JaeT:

v =-0,893.
CrezoBaTenbHO:
X5 =— 0,125+ 0,893..
[IpoBepka: JOMKHO OHITh:

Xy X+ X5+ X, 4 X%, =0;

X1 X~ X5 -+ %, + x; = 0,002.

HMeeM:

L s kY o P 2 2y . =y
1129 — 38677 &%) {ig9

2929

3867’



O. M. CHHLIOB

O cucremax HHTerpainHbix KpuBbix [ldaddosa
ypaBHEHHs

Pdx -+ Qdy + Rdz—~0

§ 1. Onpeneaenus. YacTHble Cay4aH.

1. [MycTp MME€EM ypaBHEHHE B MOJHBIX nuddepenyuanax:

Pdx -+ Qdy + Rdz =0. : )

MBI MOKeM, HE3aBHCHMO OT TEOPHH TOYEYHO-JHHEHHEIX KOHHEKCOB,
NPeACTaBUTh ero ce6e NONYYEeHHBIM B CBA3H C CHCTEMOI0 KDHBBIX (KOH-
IPYSHIMU KPHBEIX), ONpeleJeHHOl Au(PepeHIHalbHEIM ypaBHEHHEM:

dx*af;y’_dz ,
b Qé R @

_ KacaTeJbHbIE KOTODBIX ONPEAEIAIOTCH YPaBHEHHEM!:

Heap cPewpiaigee g 3)
- Q R
ecnu 6yleM HCKaTh HaNpaB/ieHHsl, OPTOTOHANBHBIE K KPHBBIM (2).
Torpa (1) u BEIpaxaeT yCJIOBHE OPTOrOHa/NbHOCTH.
[Ipy s3TOM HanpaBleHHUS, BHIXOJSIIME M3 TOUYKH (x, y, z), nexar B
MJIOCKOCTH:

PX—x)+Q(Y—»+R(EZ—2=0, (4)

a mpsamas (3) 6yZeT HOpMa/nbHa K 3TOH IIOCKOCTH.

Kaxmoif To4dke TakuM 06pa3oM NOIYHUHAETCS COBEPUIEHHO OIPENEJ]EH-
Hasg maockocTb— (1),—uto u nmoxano A. Voss’y MbICIb NpPHAATL I3THM
KoH(HrypauuaM Hammenosanue Punkt-Ebenen Systeme (P.-E. Systeme) *)

WckioyeHHe COCTaBASIOT T€ TOYKH, KOOPAHHATH KOTOPEIX BEIMNOJHSIOT
TPH ypaBHEHHS:

P=0, O=1- R—=0

(*) Mathematische Annalen B. 23.
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[lpu P, Q, R crenesd m, uMcao TakHX Touek paBHO mS. Jlasi oTHX
TOUYEK COOTBETCTBY(OLIAS IVIOCKOCTD (4) CTAHOBHTCA HEONPEILTIEHHOIO, 3a Hee
MOXKET OBITb B3fTa BCAKAA NPOXOASWAs 4epes (x, y, 2).

SIBasieTcs Tenepb BONPOC, GYJET I COOTBETCTBHE H OJHO3HAYHO 06pa-
TUMBIM. Ha 3TOT BOIPOC NPHXOLHUTCA OTBETHTH OTPUIATENBHO.

JleACTBUTENbHO, IS TOro, 4TOOBl HAHTH BCE TOUKH, KOTOPHIM INpH-
HAaJIIEXKHUT MPOXOAANAsT YEPE3 HUX IIOCKOCTE:

ux -+ vy -+ wz- =0, (a)
HAaJO PELIUTb ypaBHEHHS:

P_Q _R_Px+QytRe
N

=
Q
g

HJIH yDaBHEHUSIMH: -y
AP O R
— 0Q=v(Px 4 Qy-}Re) |> (b)
— oR=w(Px+{Qy+R2)
YMHOXaAsl Ha X, Y, Z U CKJIaJbLIBasi, UMEeM:
(Px 4+ Qy -+ R2) (ux + vy - wz + 0) = 0.
M3 ypasuenuit (b) HesaBHCHMBIX, TaKUM 06Pa30M, OKA3BIBAETCS BCETO
IBa, TPETBHM XK€ NO/XKHO OHTbL nmpucoeguHeHO (a). [Toxcuer uncia KopHed

IOKa OTJ/OXHM,
Ecau HINEM TOYKH, JIEXKAIIHE B IJIOCKOCTAX, rnapanyeJabHbIX ,EaHHOﬁ,

TO HMEEeM TOJIBbKO:
i b

u v w

H, pemras HX COBMECTHO, HMEEM CO TOUEK, 06PAasYHUIUX KPHBYIO.
Ham npexcrasasiorcs npu 5TOM ClIeLyIOIHE 0 COGEHHE € CAYYaH.
2. 1°) Ouddepennuansuoe Buipaxenne (1) ecTb TOYHBIL IH(pepeH-
1MaJ; YCJIOBHS 3TOTO:

Py/—Qx’ =0, Qz"—Ry’:O» Bl =0
Torma (1) uaTerpHpyeTCs MO M3BECTHHIM NPABMJIAM M HaeT:
U = Const U = F (xyz).

W ecau mam mana HEKOTOpasa MOBEPXHOCTb, HAMPHMED, 3JIHIICOUI:

X o
e i e e
a b

2 2
e
FE=1,

TO Mbl MOXEM, B3B nudepeHnuans, paccMaTpuBaTh yPaBHEHHE:

el R e L T

612 ! b2
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KOTOpOE Ka¥JIOli TOUKE MOJYHHFACT ONPeNe]eHHYIO MIO0CKOCTh, TakuM o6pa-
30M, ¥ BOOOIe, HCXOIA W3 OMpeIesNeHHOH MOBEPXHOCTH:

Pl 2=, (a)
MBI MOXEM IMepeHTH K

F.dx—+ F,/dy -+ F,/dz=0, (b)

T. €. BMECTO JAHHOH MOBEPXHOCTH PAcCMaTpPHBAaTb CHCTEMY MOBEPXHOCTEH:
Flx, v, 2y=Lohsl

F(x, y, =F(xy, vy, 2))- - (9)

Mo3KHO CKa3aTh: paccMaTpHBas NMOBEDXHOCTb, MBI DacCMaTpUBAaeM Ha-
PALY C ee ypaBHEHHEM:

RJd

F(x,/ 3, 2)=0 : (a)
F/(X—x)+F/ (Y—p+F/ (Z—2)=0. (d)

Mu o6pauiaeM OOBIYHO BHUMaHHe, [VIABHBIM 06PasoM, Ha TOYKH MO-
BEPXHOCTH M HMX KacaTeJbHBIE IIJIOCKOCTH. Ho MBI MOXEeM COCTaBHTb ypaB-
senne (d) aas A1060# TOUKH NMpocTpaHcTBa. Takum 00pasoM yCTaHABJH-
BAETCS KOPPEJSIMS MeXNy TOUKAMH H I[UIOCKOCTAMH, YCTaHABJIHBAETCH
I/7 KaXJoHl TOYKH NPOXOAAIIAs yepe3 Hee MIOEKOCTh M 3Ta IIOCKOCTD,
B Cayuae, eclH TOUYKAa HAXOJUTCS HAa MOBEPXHOCTH (a), OyZeT ee KacaTeJbHOH.

Boo6me »xe 3T0 OyIeT MIOCKOCTb, KacaTe/lbHas K MOBEPXHOCTH (C),
TAE X, ¥;, 2; KOODIHMHATEl B3ATOH TOUKH.

Takum 06pasoM, paccMaTpHBas BmecTo (a) ypasHenue (D), MBI pac-
" cMaTpHBaeM He OJHY MOBEPXHOCTb (a), HO M BCe MOBEPXHOCTH (C), MPOXO-
IALME uepe3 KaXIyl TOYKy I[IPOCTPAHCTBA, TOYKH KOTODOro TaKHM
06pascyM pacnpemensiorcs Ha oo moBepxHOCTe# myuka (c), MPOXOAAIIEro
yepes KpUBYIO [€PECeUeH s MOBEPXHOCTH (a) C CO-HO YAA/IGHHOIO [IOCKOCTRIO.

B nanbHelilieM KpHBHE, pacCMaTpPHBaeMble B TEODHH MOBEPXHOCTEH,
KaK HAYEPUEHHEBIE HA IOBEPXHOCTH, MBI MOXEM MBICIHTL CBA3AHHBIMH C
TaKHM Iy9KOM H NMPOXONAIHMH yepe3 Ji00ylo TOUKY MPOCTPAHCTBA.

3. 2°) (1) me ecTe TouHBIA AH(ODEPEHIHAN, HO MOXKHO HAaHTH HHTErpH-
PYIOLIHI MHOXUTE/Nb. YCJIOBHE 3TOTO, KaK H3BecTHO (¥):

P(Q; =R+ QR —P)+-RE — Q) =0,

YTO B BHJE CHUMBOJHUYECKOrO ONPEHEIHTEN]sI MOXET OBITH 34MHCAHO:

ypaBHEHHe:

AR
5 PR T A
ox oY .0 ;
A

(¥*) Cm., HAIDHMED, MOIO 3aMETKY: ,¥ COBHA HHTEIPHPYEMOCTH MOJHBIX nHddHepernHaIos
SXdx*. Vse. Kasanck. €.-M. O. (2) 1.
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FLE€ MO PAaCKPHEITHH HOJXKHO GHITE MOJIOXKEHO:

g
0x —idx
W T .

B arom cnyqae.cymecrayer Takass QyHxuus M, uto
M (Pdx—+ Qdy -+ Rdz) = dU,

H CHOBAa HMeeM oo mnosepxuocteit U= Const, KOTOpbE NPOXOAAT uepes
KaXJIy10 TOYKY NPOCTPAHCTBA.

4. 3°) Bce nnockoctH (4) KacamoTcs OJHOH IIOBEDXHOCTH (HO He B
TOYKAX, KOTOPDEIM OHH IPHHAIJIEKAT).

PaccMoTpuM, npH KakHX yCAOBHSX 3TO HMEET MeCTO.

[Tepennmem (4) mox Bumom:

PRXLOVLIRS V0
rae

V—Px| Qy-Re.
Ecau CymEeCTBYET Takad IIOBEPXHOCTE:
@ (gf ’r}’ ;) = 0: (5)

KaCaTe/NbHBIE B TOYKaX KOTODOH CyTb BCE MJIOCKOCTH (4), TO LO/MKHO OHITh:
QXA DY+ DZ — (5! 1P, LD =0
TOXKECTBEHHO ¢ (4'):

Bl R  Px+Qy-+Rz : (6)
§Ps +-nPy + D¢

bl sl

H TaK KaK IVIOCKOCTb (4) mpoxoxut uepes Touky (&, 7, &), TO
Ps+Qn--RE—V—0.

Takum oGpasom, mociennee U3 cooTHomenuil (6) ecTh c/ieACTBHE nep-
BHIX TDEX, HJIH

P=pu®;, Q=ud,, R=pd; @)
¢ eUE SR
Takum O6pa3OM V’ V’ V ABJAAIOTCA TAaHTGHIHMAJBHLEIMH HEOIAHO-
POILHBIMH KOODpIHMHATAMH INJMOCKOCTH, KAaCaTeJbHOU K NOBEPXHOCTH:

DE n, §)=0, (3)

P
T. €. ME@XIY 3TUMH TPEMS BEJIUYHHAMH 7w —%: § JOMXHA CYIeCcTBOBaTh

GYHKUHOHATbHAS 3aBUCHMOCTD, 101yyaeMasi HCKIIOUEHHEM &, 7, § U3 (5) u (7),
L]
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YCIOBHEM HETO HO/KHO OBITB:

#(Ein gDy
gln g . -

rie
V—=Px-|Qy--Rz

PackpsiBas HMEEM:

1 7 P e 1 4 Q ’ 1 /2 R r
T e A e
PppSERERpasa1 s 55 QR o AR
e e e e 2 v R =W
o e
TR —gV UV R =V,

KoTOpoe npeoGpasyeM B ONPEAEHTE/b 4-r0 MOPSAKa, nob6asass 4-i# cron-

e 0, 0, 0, 1 u 4-yio crpoky P, Q, R, 1, a B 3TOM IOCIE€IHEM IOCIEN-
er Vyr VZ/

HIOIO CTPOKY, YMHOMEHHYI) COOTBETCTBEHHO HA 75> v’ —|m » 1pu6aB-

assa k 1-#, 2-4 u 3-&:

Pl QL RS aP—y0 el F
BTG RS xPy +yQ, 2Ry - Q| _
P, Q/ RS xP/-+yQ + zR/ + R|—
Py O R xP+yQ —+ 2R

Px/ Q.X, R,‘C/ p\

1P Qe RV
2 el T R e
PZ, QZ Rz Vzl i —‘ﬁ
P R V

IH

7

S o A it
= V:L pzl QZ, R;, R b
¥

OnpenenuTens 3T0T 0003HAUHM:!

P/ Q) R/ P\“

AP @ R Q
e p/ 1 1 (8/)
' z QZ Rz R
TAI R Al
Hrak, ecniu TOXECTBEHHO:
A=) (8)

BCe MJOCKOCTH (4) KacaioTcsi OAHOH W TOH XKe fOBEPXHOCTH (xoTOpYIO
A. Voss HasplBaeT Ordnungsf dche). '
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J1a NOBEPXHOCTb OIIPEAEASLTCH B HCONHOPOMHBIX TAHI€HIIHAJAbHEIX KO-
OpAHHATAaX ypaBHEHUAMHY:

U —=— 4

V ¥

:\
]

< Q R
- (9)

KOTOPEIE NPH BHINOJHEHHH ycloBHA (8) mpHBOIAT K YPaBHEHHIO:
‘ 1l (a, v, w)=0.
Ho uckmouenne x, y, 2 us (9) nin
P—uV—0 Q—oV=0, R—wV =0,

NpY yCJIOBHH (8) MOXKET NPHBECTH UM K OIHOMY VPaBHEHHIO, TOrJa Io-
ayusaeM kak Ordnungsfldche COGCTBEHHYIO TOBEPXHOCTb, HJIH K ABYM, H
TOrla noayuaeM NOBEPXHOCTb Pa3BEePTHIBAIOIIYIOCH, WM K 'TpeM, Toraa
Ordnungsflache [IPHBOXHTCA K OOHOH HJIH HECKONBKMM TOYKaM. Takoii
CIyual, HANPHMED, MPEACTABHTCH, €CAH TOKECTBEHHO:

/ Px—+4Qy-+Rz=0,

KOr'Za BCEM TOYKAM NMPOCTPAHCTBA NPUHAIIENKAT IVIOCKOCTH, MPOXOAsIIHe
4€pes Hauano xoopaunat. Hakowen, Ordnungsfliche moxer BBIDOXKIAThCS
B KPHUBYIO JBOIKO¥ KDMBH3HHL. B 3TOM nocaensem cayyae Il momxHO BH-
NONHATE JUQPDEPEHIHAIBHOE YPABHEHHE B 4aCTHBIX NPOU3BOLHBIX BTOPOrO
nopsiaxa.

Yenosue 310ro, — u4T06H MHHODEI BTOPOrO MOPsiAKa ONpPEeneNHTeNs

Ay 5 5
2ix, v. 2
06pamanTics B HyJb: :
a<p>. 0 /@y o (R 9Ly o(F) o(¥) _
VL IV 0\ VT oy ay day

Ecin onpenenurens 4 ue o6pamaercs TOXKJECTBEHHO B 0, TO ypaBHEHHE:
A0 (8)

ONPEnEIseT HEKOTOPYI0 KOBaPHAHTHYIO 'noserHOCTb, KoTopyio A. Voss
HaswiBaeT Wendefléiche.

5. O6mmit cayuaii, — KOTAa HH OJHO U3 NEPEUHCNEHHEIX YCAOBHI HE BhI-
TTOJIHEHO, — NPHBONHT HAC K CBOEOOPA3HOMi CHCTEME KPUBEIX, KOTOpLIE ABJS-
I0TCA KPHBBIMH TIJIABHOH KOWHUMASHIMH HEKOTOPOTrO NpOCTPAHCTBEHHOTO
KOHBEKCA C 3JEMEHTOM (TOYKa, NpPAMas), — KOTOPHI T mus KDaTKOCTH Ha-
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anBal0 boucmopdoBbiM KoHBekcoM. A. Voss (¥) H3yyas HX, HasbiBadg HX
Punkt-Ebenen-Systemes. Mmu 3anumanca R. Lilientahl (**). S. Lie nasbiBaer
ypasuenus tuna (1) INdaddoBeiMu ypaBHeHHAMHE (F+*).

YpapHenusmu nozo6Horo BHza 3aHuMancs eme dinep. Cp. Goursat
Cours d’Analyse, t. IL

TecHO CBSI3aHHBIMH C 3THM BOIpocoM 3aHuMajics Takxe H. Liebmann.
M. Ann. 52. 1899.

O6pauast BHHMaHHE Ha F€OMETPHUECKYI0 CTODOHY, Mbl CHayana 3ail-
MEMCSl M3YUYEeHHeM CBOHMCTB 3THX CHCTEM KDHBEIX, DPAaCHPOCTpPaHssd Ha HHX
Te MOHATHA M ONPENEeNEHHS, KOTOphe BBOJAATCA B TEOPUHM MOBEPXHOCTEH.
Muoroe u3 3toro maHo yxe A. Voss’oM, g JHIIb CHCTEMAaTH3HDPYIO H He-
CKOJIbKO IIONOJIHSII0 MOJYYeHHbIE WM pesyabTaTol. MoOs.3anaya H3JOXKHMTD
NOCTen0BaTeNbLHO TEOPHIO KPHBBIX cucTeMbl (1) B TOM NOpsAIKe, KaK 3TO
JenaeTcs B TEOPHH MOBepxHOCTell (cienys, Hampumep, Vessiot) u moxasaThb
HabuoaeMoe NPH 3TOM CBOEro poJa pacllerJeHHe CBOUCTB.

6. MoxHo ckasaTh, uTo ypaBaenue (10) xaxnoil Touke (x, y, z) mpo-
CTPaHCTBa MONYHMHSET ONpejeNeHHYI0 IIOCKOCTh (kpome P = Q=R =0).

CupamuBaeTcs, 06paTHO, KAKHM TOUKAM NIPHHAAIEKHUT IaHHAS NIOCKOCTh.
Izt moJyueHHsl OTBETAa Ha 3TOT BONMPOC OepeM NPOH3BOJBHYIO MVIOCKOCTE:

ux—+oy+ wz+ o =0. ‘ (@
Ona Gymer coBmazaTh C IVIOCKOCTBIO (4) NPH BBIMOJHEHHH YCIOBHH:

PR - (Pe Qv
(0]

u v w

KOTOPHE ONpelensioT TOukH (X, y, 2).
Kpome Toro, TouKa 3Ta J0/KHa JeXKaThb B II10cK0oCTH (a). [TosTomy, umeem:

ux-+oy -+ wz+w0=0,
H,C/1e [0BATENbHO, K 4-M OTHOLIEHUSIM MOXKHO J00aBHTh, KaK UX C/1€ICTBHE—5-€:

Px+ Qy+Re—(Px+Qy+Re) 0 _
ux+ovy-t+wz+ow ux-ovy -+ wz—4w

YTO6H 5TO OTHOIIEHHE MOIVIO PABHATHCA MPENBIAYLIMM, LO/KHO GHITh
NO3TOMY:
ux—+vy +wz—+ o0 =0,

T. €. 3TO ypaBHEHHE 3aMeHseT €000l OJHO M3 4-X OTHOLICHHMH, SBIAACH
UX caencTsueM. TakuM 06pasoM, IJsi ONpeNeJeHHs TOYeK IIOCKOCTH (a),

(*) a) Geometrische Interpretation d. Differentialgleichung Pdx -+ Qdy+ Rdz=0.
M. Ann. 16 S. 556—559. b) Zur Theorie der algemeinen Punkt-Ebenen-Systeme. M. Ann. 23
S.45—81. 3) Theorie d. rationalen algebraischen Punkt-Ebenen-Systeme M. Ann. 23 S. 395—411.

(*¥) Uber die Kriimmung d. Kurvenschaaren M. Ann. 32 S. 545—565. Ero we—Grund-
lagen d. Kriimmungslehre d. Kurvenschaaren. 1896. S. 114.

(##%) Geometrie der Beriihrungstransformationen. B. I, 1896,

Beprtumenn. Haykopi 3anuckH, sun. I
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KOTOPLIM OHA NPHHAAICXKHT, HMCEM YDaBHEHHS:
Py—Qu=0, Qw—Rv=0, ux+ovyt+wz+w=0.

Ecau P, Q, R — MHOTOY/IEHEl CTEIEeHH 7, TO YHCIO pemeHuid Oyner
TakuM 00pa3oM paBHO m2.

Ecnu P, Q, R—cTenenu m, TO YHCJO TOYEK, KOTOPHM
MPUHAANEXHT OJHA M Ta XK€ NPOXOAAN[Asi 4€PEe3 HUX NJIOC-
KoCTb (a), paBHO m?

7. daementno pgyru P.-E. cucteMmul. [lepsaa nuddepennnanbuas
(dopMa B TEOPHU MOBEPXHOCTEH — 5JAEMEHT JyrM KPHUBOH, HAYEPUYECHHOH Ha
MOBEPXHOCTH:

ds? = Edu® -+ 2Fdudv + Gdv?,
i (S
E i B B, ey, e,

dopma, MpUHHMAIOmAs NPH yPABHEHHH MOBEPXHOCTH 2= f(X, y¥) BHUIL:

ds? = (1 + p*) dx® 4 2pqdxdy (1 4-4°) 2y?.
B P.-E. cucTeMe MBI HMEEM CHCTEMY KDHBBIX, AH(@epeHUHaN B KO-

OPJIHHAT TOYEK KOTOPHBIX CBfA3aHBl COOTHOIIEHHEM:

Pdx 4 Qdy+ Rdz=0. (1)
CnenoBaTe/bHO: "
ds® =dx*+dy* - dz*

MOXET ObITh MpEenCcTaBn€Ho B OOHOM H3 TPEX BHIOB:

o (PP--R%dx®4-2PQdxdy - (Q*-- R?) dy*

Ll b

das

R‘B
gsr_ (@ P*)dx* | 2PRdxdz |- (R*+ Q%) d2°
i . :
oo (PP Q@) dy? - 2QRdydz - (P R?) d2?
g =

[lepsoe mnpenmonaraer R0, 2-oe Q=+0, 3-be P340, nockonbky
Mbl DPACCMATPHBAEM TOJIbKO OOLIKHOBEHHBI € TOYKM (W1 KOTODPHIX
P, Q. R nepaBunl ognoepemenHo 0). To ke camoe HefBHO MOIPa3yMEBaeTCA
H B 00buHOH Hu(depeHHaNbHOH reOMeTPHH — TEOPHHU NTOBEPXHOCTEH, rue
OCTaBJSIOTCA OOBIYHO B CTOPOHEe OCOOGEHHBIE TOYKH nosepxHocreil. Tpu
BUJa JauHEHHOro snementa P.-E. cucreme, T. e. auddepenmuana Ayrd
UHTErpasbHOii KpuBod (1) NpHUMEHHM H K TOMy caydaw, kKorza (1) ecrsb
TouHbiit muddepennuan, Koria Mbl UMeeM B OOLIYHOH TEODHH 3/MEMEHT
Iyrd nosepxHocTH. Hanmcap ee ypaBHeHHE MOA BHIOM:

dF (% Y..2) =1
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Mpbl ¥MeeM BO3MOXKHOCTb, HE BBIIEJSS POJAM HY ONHOHM M3 KOODAMHAT,
6paTh 3a JMEMEHT Jyrd KPHBOH HA MOBEPXHOCTH JIOGOH H3 3-X BHJOB.

Ecnu vmeeM OOLIKHOBEHHYIO TOYKY, TO XOTH OJHH U3 3-X KO3(DOhHIMEH-
TOB, P, Q nau R ornuunsl or 0, M, cAen0OBaTeIbHO, XOTSI OJHH H3 TPEX BH-
J0OB JHHEHHBIX 31€MEHTOB NPHUMEHHM, U €C/IU MBI B JaJbHEHINEeM HCKJIIO-
yaeMm, HampuMmep, dz, TO C TEM K€ NPaBOM MH MOIVIH OBl HCKJIKYATL dX
HIM dy.

Cayugalt P— Q=R =0 pgomxeH GbITb paccMOTpPeH 0c060.

§ 2. ACUMNTOTHYECKHE JHHHH

8. Cucrema KDHUBEIX, ONpe/eneHHas ypaBaenueM (1):
Pdx -+ Qdy+ Rdz=0

obnajaer TeM CBOMCTBOM, YTO KDHBHIE, IPOXOASIIHUE Yepe3 TOUKY (X, ¥, 2),
UMEIOT CBOM KacaTeJbHBIE B 3TOH TOUYKe, JexaliHe B IJOCKOCTH:

PR RO Sy SRR (4)
Ecau Ml OT TOUKH (X, V¥, 2) NepeMelaeMcst BLOJIb ONHOH M3 MPSIMBIX:

=g No N S
4 et i

(Pl+ Qm -+ Rn=0)
B GeckoHeuHo 6nu3Kylo Touky: (x—|dx, y-dy, z--dz), To

Pdx—+ Qdy -+ Rdz=0

B cuay ypaBHeHus (1).

He Bce sTH xpHBLIE HMEIOT OJMHAKOBO TECHO€ OTHOIIEHHE K IJIOC-
KocTH (4).

OnpenensieM, NpH KaKUX YCJAOBHSAX 3Ta IIOCKOCTh OyIer UMETh MpH-
KOCHOBEHHE 2-TO NOpSJAKa, T. €. OYLeT COMPHKACAILIEHCS MIOCKOCTIO IS
COOTBETCTBYIOWIEH KpUBOH. [/ 3TOro pesyabTaT MOACTAHOBKH:

Xt F :
(b M AP L AB, -y A 22 A
iv 1.24
B (4) nomxHO GHITE GECKOHEYHO-MajlOK 3-ero MOPSiAKa OTHOCHTeNbHO Af.
T.-e., kpome
Px'+Qy'+-R¢ =0, 1)

YKe BBHIIIOJHEHHOrO B cHAy (1) H [OKa3HIBAIOUIErO, YTO KAXKAAA M3 3THX
KPHBBHIX Kacaercs MAOCKOCTH (4), momxHa OBITH €l H

B | Qg LB (10)
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Ho B cuny (17):
(Px+ QY+ R2) =P x4 Qy +R%+ P’ 4-Qy' 4R =0.

C nomombi (10) 3TO BEIDAXKEHHE CBOZHUTCA K

plx!+Qlyl+R'ZI:0 (11)
UMM, IO YMHOXEHHH Ha df?, K
dPdx -+ dQdy + dRdz = 0. (115

Vpasuenue (11') 2-0ff cTeNeHH OTHOCHTENBHO AU(D(hepeHnHanos; BMECTe
¢ (1) oHo onpezensieT K Ba HANPaBJEHHs. DTH HANPAB/ICHHS MOXHO HA3BATh
HATMpPAaBJAECHHUSMH PTABHBX KacaTeNAbHBX (WIH aCHMOTOTH-
yeCKHUMH HanpaBiaeHHsMH). PassepTriBas ero, Mel HMEeM:

’ 2 ¥ 2 1 7 ) r !
P d*+ Q@R d2°+ (P, Q,) dxdy -+

R, Y e
+ (P, +R)) dxdz—+(Q, +R)) dydz =0 5,

WM I8 TPOM3BOJHBIX, KOTOPble INPONOPUHOHANBHLEL KOCHHYCaMm /, m, 1t
COOTBETCTBEHHOH NDAMOH:

Px -t Qy R+ (P, Q) #y+
P+ R)xZ+H(Q, +R)yZ =0,

yTO ZO/KHO OHITH paccMaTpuBaeMo coBMecTHO ¢ (1) mam (17).
CootsercTBytomue (11) mpsmeie 06pasyoT KOHYC:

P(X—x2+Q (¥ —y2+R(Z—2P+ P4 Q) (X—x) (Y —¥)+
LEPARYX—)(Z—2)+(Q+R)(Y—» (Z—2)=0. (12

['aBHBIE KAacATeNbHbIE NOMYYAIOTCH B IEPECEUEHHH €r0 MIOCKOCTBIO (4).
[TonyuaroTcst MM JBE BEHISCTBEHHBIX M DPAa3JAHYHBIX MPSIMBIX, IB€ COBMa-
NAIOMKX MM ABE MHHMLIX CONpSKEHHBHIX. B cayuae, eciu [aBe npsimele
COBMAajaloT, MJIOCKOCTb (4) Kacaercs KOHYca.

Ila onpejeneHus yCJIOBUS 3TOr0, NEPEHOCHM HAYan0 B TOUKY (X, ¥, 2),
tTak 4yto X —x=2§ Y —y=1n, Z—2z={_. Ypapaenue (12) npumer BHI:

P+ Q2R+ (P4 Q) tn-+ (P, +R) &+
+(@Q, 4 R)nE—0,
Pt Qn+ RE=0. (127
s xacaHust JOMKHO OBITH:
2P+ (P, +Q)n+ (P, +R)=uP)
(P, + Q429 +(Q+R)E=pQ |
(P, +R)E+(Q, +R)n+2R —pR |
P+ Qy-+Rz=0 )

(127

npu yciaoeuu (1)

(13)
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Uckaouas u, § n, §, noayuaeMm, KaKk yC/JIOBHe COBMECTHOCTH, DAaBEH-
CTBO HYJIIO ONpPENeTUTeNs: ~

9P,  Q.+P, R,+P, P

- Q;—FP;'- szy' , Q;-'r‘Ry’ Q| _
RYE S T8, 2 R
[ Q B sl

. (14)

[To aHaJOTHM CO CNy4deM KDHUBBHIX, 00DAasyIOUIHX MOBEPXHOCTh, MOXEM
CKa3aTh, UTO B 5TOM NOC/JENHEM CJay4ae Mbl HMEEM MapabGOoJHYECKYH
TOUKY, B CaAyuae ABYX BEIIECTBEHHBIX MNPAMBIX-—THNEPGOJTHUECKYIO
H B CAy4ae MHHUMBIX—3/JIHNTHYECKYIO TOUKY.

PasiuyaTh 3TH CAyYad MOXHO NO B3HAKY I9TOTO XKe OMNpeeNuTens
(koTopHIit, 3amMeTuM, npy Pdx-- Qdy - Rdz =dz — pdx— qdy obpaiaerca
B 4 (rt—s?)). Takum 06pasoM, MBI JOJIKHbBI CUHTATh, YTO A’ 0 cootser-
CTBYET 3JIJIUNTHYECKOH TOUKE H A>0—runepboauyeckoil.

Teiicreutenpro, ecan (127) ymuoxum na R® u samenum RC uepes
— (P§-1- Qn), TO NOIyYHM OLHOPOJHOE YPABHEHHE OTHOCHTE/IBHO &,m, KOTOPOE,

PEIIeHHOEe B OTHOLIEHHH "T, NAaCT AUCKPHMHHAHT:
S
[R*(P, + Q) —2PQR, — PR(Q, +R,) — QR(P, R —
— 4[R:P, — PR(P,+ R) +P*R]] . [RQ,— QR(Q%:+R)) + QR
yTO, MO MPHBELEHUH, obpamaercs B R4
10. Mo2KHO TIOCTaBHTb BONPOC: KOTZA BCE HaNpaB/ieHus OyAyT IIaBHBIMH,

T. €., KOIa ITOCKOCTb TOYEK OYAeT COnpHUKacaiouencs A BCeX HanpaBJeHHH?
Venosusi sroro: (127) ymuuroxkaercs B cuay (127) HE3aBMCHMO OT

S
R(P, 4 Q) — R{P(Q 4R~ QP +R)}+2PQR; =0
RES- PR HORPR -0 P (s)
R:Q,— QR(Q,+R) -+ QR, =0 |

Ecan ke ypaBHenue camoro Kosyca (127) o6parraercs TOXIECTBEHHO
B 0, TO HOMKHO OBbITh:

Pl 0. =0 R =0 P,+Q,=0, P,+R,=0, Q. +R,=0,
H NPUXOIHM K
P=c¢y—bz, Q=az-—cx, R=—0bx—ay,
u (1) obpawmaerca B
0 = a(zdy — ydz) - b(xdz — zdx) -+ c(ydx— xdy),

T. 6. COOTBETCTBYET HEKOTODOMY JIHHEHHOMY KOMIJIEKCY.

...;.ai'

*
SESEISERLT F v sl YRR
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11. [Tpumem nnockocts (4) 3a naockocts XOY, Touky (X, y, 2) 3a HaYaA0
xoopaunar. Torga P=0, Q=0 (u, CIemOBATENbHO, B CU/Iy MAEIAEMOrO
npennonoxenud R = 0). [Ipu stom (1) maer dz=0.

YpaBuenue (6) mpuHUMAeT BUI:

dx(Pldxc + Pldy) +dy (Qdx+ Qdy) =0

Pldx* -+ (P)+ Q) dxdy +dy*.Q, =0,

KBaapaTHOE ypaBHEHHE, KOTODOE€ HMEET NBA KODHA BEINECTBEHHBEIX H pas-
JUYHBIX, €CJOH

HJIH

(P, + Q) —4P.Q, >0;

! ' o ! !
5TH KOpHH OyIyT BelIeCTBeHHHE paBHble, ecnd (P, Q)°*—4P.Q =0,
¥ MHHMBIE COMpPSIKCHHBIE, €C/IH

e OB T

HO JIeBasl 4acTb €CThb KaK Pa3 TO BBHIPAXEHHE, K KOTOPOMY CBOILHUTCS MNPH
atoM A (BIJIOTH JO MOJOXHTETBHOTO MHOXHUTeNRs R?):

(4)p—o—o=—RP[4P,Q, — (Q, + P,)*;

TakuM 00pasoM, 3Hak A’.rOBOPHT HAaM, K KOTOPOMY K3 TPeX THIIOB OTHO-
cuTCA TOYKa (X, y, 2) npocTpancTBa. C 3THMHU YCAOBHSMH MBI BCTPETHMCSH
U Jajee. 3aMETUM elle, 4TO NBA KODHS YpaBHeHHs GyAyT AaBaTh B [1POHU3BeE-
JeHun —1, a, ciemoBaTeNbHO, HAMPABACHHUS TJIaBHBIX KAacaTeNbHBIX OyIyT
B3aHMHO-NIEPNEH IUKYIAPHEL, ecaH P |- Q; =0 (B Hale# 4aCTHON CHCTeMe
KOOPIMHAT).

B ofmeM cnyuae pacmosoXKeHUST KOOPIAHHATHBIX OCEH TO Ke YC/IOBHE
BBIPASUTCS TaKUM 00pasom: :

YCJIOBHE NepNeHIHKYISPHOCTH HanpasaeHudt (dx, dy,dz), v (d'x, d'y, d z)

dxd' x+dyd'y +dzd'z = 0.
Ymuoxast Ha R®=+0 u samenss Rdz u Rd’z no (1), nonyuum:
(R* |- P?) dct' x - PQ (dxd'y -- dyd'x) -+ (R + Q¥) dyd'y =0.

31ece
dxd'x  dyd'x+dxdy  dydy
oo E 0, AT

rae C, B, A — ko3hbuuHeHTH YpaBHEHHU, moaydaemoro u3 (117) Takoro xe
IaHHoro c mnomompro (1) —rTe ke camble. IJTO Te, KOTODHIE NPHPABHEHEBL
uyao B (15). BeraBaasa 3TH 3HaueHHs, NOJTYyYaeM MO NPUBEJEHHHM U COKpa-
meHuH Ha R%: '
PR i) = BOIP - O TP R
—R{PEAR)+ QL +R)}+R* (P, +Q)=0.

[Mpu P= Q=0 Bce CBOZHTCH K MOCACIHEMY UJEHY.



O cucremax WHTErpanbHbIX KpuBbiXx [Idaddosa ypasrenus 119

12. K ypaBHEHHIO [VIaBHBIX KacaTeNbHBIX MOMXKHO INPUITH H CJAELyio-
myM 06pasoM. YpaBHEHHE ACHMITOTHYECKUX JIMHHHM NOBEPXHOCTH:

rdx? - 2sdxdy +tdy* =0
MOXEeT OBIThb HANMCAHO TaKXKe
dxdp -+ dydg =0.

OHO BbIpaxkaeT, YTO MEPIEHIHKYASP M3 TOUKH OECKOHEYHO OJHM3KOH
K TOYKE MPUKOCHOBEHHS Ha KacaTeJbHYIO IJIOCKOCTb — OECKOHEYHO-MaJIast
3-ro MopsiAxa. '

B namem cayuae (1)

dz:f%dx—gdy.
P Q
CaepnoBaTenbHO, POJb p U ¢ UrpaimoT e e ok Takum o6pazom,

JLOVI2KHBI HMETh:

dxd« /+dyd<%):o

R (dxdP—+dydQ) — (Pdx - Qdy) dR = 0.
3amensas o6pargo: — (Pdx - Qdy) uepes Rdz., moryuaem:
R (dxdP -} dydQ -+ dzdR) = 0.

R0 u moxer GHITh OTOpOLIEHO. BLiBOJ NMPUMEHMM H B TOM CJyyae, eCAH
YCIOBHSI HHTErPHPYEMOCTH BbLIMOIHHMEL :

Boo61ie Mbl MOXKEM 3TOMY YPaBHEHHIO np}marb HECKOJBbKO HHOH CMBICI.

Ecau Touke (X, y, Z) OpHHALNEKUT INIOCKOCTh (4), TO TOuKe OECKOHEYHO-

6auskoit (x--dx, y-+dy, z-+dz)

(P1dP) (X — x—dx)+(Q+dQ (Y —y —dy) + )
+(R-}FdR)(Z—2z—dz)=0.
[Ipennoaaras, 4To .3Ta TOYKA JEXHUT B INIOCKOCTH (4), umeeM, uto (1)
BHINIOJIHEHO, U TOTZAa YCJIOBHE:

dxdP—dydQ-+-dz dR —0

BHIPAXKAET, YTO IVIOCKOCTDb (4') MpOXoauT yepes TOukKy (X, ¥, 2) (C TOYHOCTBHIO
10 6EecKOHEUHO-Manbix 3-r0 Mopsigka). (IHEIMH ci0BaMH, €C/IH H3 TOYKH
(xyZ) B IIOCKOCTH (4) GECKOHEYHO-MaNO MEPEMeCTHThCS [0 HANpaBJIEHHIO
(dx, dy, dz), To Touke (x—dx, y-}dy, z-{dz) Oyner npuHaIIEKaTh
naockocThb (4'). [lepnennuxynsp Ha Hee U3 (x,y, 2) Oyner
~d,x(P—|—dP),——-dy(Q+dQ)—dz(R+dR) ;
V(P+dPP+(Q+dQP + (R dR)?

C TOUHOCTLIO 10 GEeCKOHEYHO-MaJdbX 3-T0 MOopsika (HEe BLIMMCAHBL YJEHBI

g T o 2
7d P, ?d Q, 70”8 HT. 1)

HJIH

|
|
|
|
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Ho Tak xak (dx, dy, dz) mo ycaoBuro BBHIIOMHAWT (1), TO 3Ta raas-
HAg 4acTb CBOJXHMTCH K

dxdP4-dydQ--dzdR
VI Py

DTOT MepPNeHIHKYJSIp ABISETCS BeaMuuHOW 2-r0 nopaaka. O Gyner
BEJAHYMHOIO 3-TO MOpPAIKa:

1 dxd*P{-dyad’Q+{dzd®R

ecnu dx, dy, dz BEMONHAKT cBepx (l) eme W ypaBHEHHE:
dxdP--dydQ-dzdR =0.

13. TMosepxtocts A'=0 A. Voss HasbBaeT OKaNnbHOI IMOBEPX-
HocThio (Brennfliche), Ho OHa, MOBMIMMOMY, He CBsi3aHa C (HOKATBHOIO
MOBEPXHOCTBIO KOHIPYSHIMH, CBA3aHHOK ¢ P.-E. CHCTEMOIO.

[Mosepxuocts 4’=0 orzenser Ty 006J4aCTb IPOCTPAHCTBA, KOTOPAS
3aMO/IHEHA 3JIMITHYECKMMM TOYKAMH, OT 006/acTH, 3alOJHeHHOH rumep6o-
JTHYECKHMH.

14. Mexnay onpenenutensmu A" u A CymecTByer CJeNyioliee COOTHO-

LICHHE:
A =44+,

rae G — neBasi 4acCTh YCJIOBHSI HHTETDHPYEMOCTH.
Jloxa3aTeMbCTBO 3TOCG ITOBOJMBHO MPOJO/MKUTENBHO: MBI MPENCTa-
BageM A’ MOox BUIOM:

] 2P, Wl R, P P’
R0 (B, 0 2Q, 2Q.+ (R, — Q) @
OR,-+(P,—~R) 2R,+(Q,—R) o°R! R
- Q R o'
U pasnaraeM Ha CyMMy 8 Onpenenurenei:
BRI QPSR | 2P QP 2B P
s i 4 i 3 \ o 0 2Q’
1 Qf Qy' Qz, Q::M, 9) lev ' : Qz/ Q’
IR, 2R IR, R 2R, Q,—R, 2R, R
P QRS O B 1 ARt IR 0
PR e M Dt T e
| B QUL 20, 01 lR;—Q.L 0 20, Q
R A R (P;—R; el G
0 Qislk 0 0 0 B
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—P P [oPL% Q1P S\R nepip
Y s ) 2Q, 0 R,—Q, Q
R s QunsalRiDe | R Qo RpuenGncmll s
P o B PR P 0 0

o)

Ga

|
0 2P, R,—P, P| 0 Q—P R —P,P|
Pv_"Q;. QQ)" R);_Qz' Q 8) ¥
St A 0 R| PR O —R LR
0 Q 0 0 Sa 0 0 0]

Pt 1 SR A s

7) 0.

r

6) Pasen — P[(Q, — P,) R+-Q(P,—R)-+P(—Q,+R)I(Q, —R )=
=G P(R,—Q,),
9 =—RG(P, —Q)),
fr—==800(F »= ).
Taxum o6pasom:
G R e T

Touno Tak e Hafijgem:
@+ 3+ (5) =20~
Hrak:
A'=4A- @G
§ 3. MuHHMaJAbHbie KpUBbIEe (H30TPOMHbIE HaNpaBAEHHSA)
15. Ecu pa nuHEHHBIX 3/€MEHTOB, BHIIONIHSIOUUX YDaBHEHHE:
(1) Pdx-+ Qdy - Rdz—0,

IIOCTABUM yCJIOBI/Iei
ds® —dx? | dy? | dz® =0,

TO, yMHOXasl Ha R? u 3ameHss dz no (1), MOJy4yHM ypaBHEHHE:

R*(dx*+-dy?) +- (Pdx+ Qdy)* =0
HJ/IH
(P? - R2)? - 2PQdxdy |- (R* -+ Q*dy* =0, (L6

KOTOPOE KAaXAOH TOYKEe MOAYMHSET [ Ba HanpasBicHUd (MHHMBIE), BOOOMIE
pPas3NMUHBIE W COBMANAIOUIUE TOJBKO IPH

| P2 — (P R) (R* @) =0,

T."%. DpH

R(P Q- R) =0,
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HMH, €CTH 0TOpPocHTh R =0, — pemienue, BBeJEHHOE IPH YMHOKEHHH Ha R%:
e e _ (17)

Ecni 910 nocnenmee BoipaxeHHe ofpamaercs TOXeCTBEHHO B 0,
OCHOBHBIE (POPMYJEI HENPUMEHUMBL.
[Tnockocts (4):

P(X—x)-- Q¥ —y)+R(Z—2)=0,
CHCTEMEl KdCAETCS M30TPONHOrO KOHyca
u? 49?2 w? =0; =0,

B cuny (17), oHa ecTb H30TPOMHAS IVIOCKOCTB: TAKHM 0GPA30M BCE IIO-
ckoctd Takoi P.-E. cucrembl uzorpomusl.

BosbMeM KpHBYIO JBOHHOH KDHBH3HBI MHHMMAJIbHYIO0, 115 KOTODO#
Ax*—+dy*-}-dz?=0 u, cregoBaTenpHo, dxd> x-dyd?y -+ dzd?z=0. Tlo
TOXKECTBY Jitnepa:

0 = (dx®+dy? -+ d2?) (@2 d%® | d%)% — (dxd?x -+ dyd?y - dzd?2)?,
T.-e. 0= (dyd®z — dzd?y)? 4 (dzd?x — dxd?2)? - (dxd?y — dyd?x)?, wiu
P2 u? 412 =0,

TZe 4, U, ¥—KOCHHYCHI YIVIOB COMPHKOCHOBEHUS IIOCKOCTH ocsimu. Takum o6pa-
30M, €CJH B3ATh KPHBYI0 MHHHMAJbHYIO, TO €€ CONMPUKACAMIMECH IIJIOCKOCTH
M3OTPONHBL H, CIEI0BATEIBHO, OrHGAIOT U30TPONHYIO PasBEPTHIBAIOLLYIOCH.
Has namux P.-E. cucTeM OTCIOa BLITEKAET: aCHUMITOTHYECKHE
HanpaBaeHusd P.-E. cucremn, B xortopodt P2--Q24+R®=0 oru-
6alT TaKHE H30TPOMHEIE KPHBH € (KPHBEE MHHHMyMa) u ux P.-E.
MAOCKOCTH OTHOAI0T H30TPONHL e pasBepTHBawOUIHECH.

§ 4. ConpsiKeHHble HanpaBJeHHUS

16. ConpsikeHHBIME NMOBEPXHOCTSMH B TEODHH NMOBEPXHOCTE[ HA3BIBAIOT
TaKHe, KOTOPhIE CBfI3aHHl TaK, YTO OJHO €CThb HaNpaBJIEeHHE KacaTeJbHOH,
K KDHMBOH, HauePUYeHHOH Ha IOBEPXHOCTH B TOUKe ee, a Jpyroe — xapaxTe-
PHCTHKA Da3BePTLIBAIOMIEHCS], KaCaIOMIEeH sl NOBEPXHOCTH BIOJIb 3TOH KPUBOIL.
Tak kak B HalleH cHCTeMe HeT HH IIOBEPXHOCTH, HU KDHBOH Ha HEH, HHU
PasBepTHIBAIOLICHCS, TO HAXO MOCMOTPETH, KaK CTPOATCS CONpPSKEHHEIE
HanpaBJEeHHS [0 3JEMEHTaM.

bepem HeKoTOpyI0 TOUYKY IOBEPXHOCTH H HEKOTOpPOE HalpaB/leHHE
B 3TOH TOuke K Hefi kacarenpHoe. OHO JIEXHT B KaCaTeIbHOH MIOCKOCTH,
H, NEPEHIa N0 HEMYy B GCCKOHEYHO-G/HM3KYIO TOYKY, MOLyYHM B Heil BTOPYIO
KacaTeJIbHYI0 IIOCKOCTb, KOTOPas NIepeceKaercsd C MNepBOH MO NPIMOH,
BOOOLIE OTIMYHOH OT HCXONHOrO HANPABNCHHA M ABASIOLIEICH HMEHHO
XapaKTePUCTHKOH DasBePTHIBAIOIIEHCH, Oru6GaeMoH KacaTelbHbHIMH BIOJb
KPHBOH NVIOCKOCTAMH, — OHO U Oy ZET HaNpPaBJIeHHEM, CONPSKEHHBIM MEPBOMY.
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B GeckoHeuHO-Ma/ 0M, CAENOBATEAbHO, MOXHO U He FOBODHTH O KPUBOH
H PasBepTHIBAIOIIEACH, 4 TONBKO O IABYX HalpaB/leHHAX: OepeM B HEKOTO-
pPOM HAMpaBJI€HHH B KACATeNbHOH MIOCKOCTH OECKOHEYHO-OJH3KYI0 TOUKY,
H COOTBETCTBYIOIAs KacaTe/lbHas IIOCKOCTb MEpPeceKaercs C MepBO# Mo
NpSIMOH, CONPSKEHHOH IePBOMY HANpaBJICHHIO (DU YeM CHMMETPHUHOCTD
CBsISM cama Mo cebe elle HE YKaseIBAGT B3auUMHOCTH). Takoe ompenesneHnue
BIIO/IHE NpunoxuMo kK P.-E. cucremam. ;

bepemM B nuockoct, npHHamiexamei Touxe (X, y, Z), NPOU3BOJBHYIO
NPOXOASUIYyI0 4Yepe3 (X, ¥, 2) npsaMyl0o M Ha Helt GecKOHeUHO-GJIH3KYIO
K (x,¥,2) touky (x-dx, y-+dy, z-+dz). OueBumHo, e€caM MNIOCKOCTD
onpeneneHa ypasHenuem (4), To Beinoanero (1) Pdx--Qdy-| Rdz = 0.

Bropoit Touke COOTBETCTBYeT MIOCKOCTE:

(P+dP)(X—x—dx)4-(Q+dQ) (Y —y —dy)+
+R+dR)(Z—2z—dz)=0,

KOTOpasl nepecekaeTcs ¢ MEpBOH MO NpAMOH, KOTOPOH ME XOTHM HaHTH
HanpasJaenue. [Ipsamas:

X—x—dx=0.l, Y—y—dy=0.m, Z-—z—dz=20d.n
JIEXKHT B IEPBOH NJAOCKOCTH, & NOTOMY:
Pdx -+ Qdy -+ Rdz + 0 (Pl+ Qm -+ Rn) =0,
1 Tak xak no (1) Pdx— Qdy-+-Rdz=0 u 00, nonxHo GHTB:
Pl+-Qm—+Rn =0,
H CBEDX TOro NpAMas JEXHT H BO BTODOH:
0 (Pl Qm - Rn)—-ldP—+ mdQ—+ ndR =0
Takum oGpasoM, uMeeM elie:
IdP -+ mdQ -+ ndR =0,

/ m n

OdE—Pa0 . Rab—Pap PP

H TaK KaK nepeMelieHHs BIOJAb 3To# npamo#t d'x, d'y, d'z mpomopuwo-
HaJAbHH [, M, 1, TO

@ x d'y d'z

QiR —RdQ ~ RAP— PR ~ PdQ—QdP ¢s
BBOJISI MHOXMTENA NPONOPUHOHAABHOCTH S, HMEeM:
Sd'x = QdR — RdQ, Sd'y = RdP — PdR, Sd'z = PdQ— QdP. (18)
Yuuoxkasa Ha P, Q, K COOTBETCTBEHHO M CKJa/blBas, HMeeM:

S(Pd'x+ Qd'y-+Rdz)=0,
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I HJH
Pd'x+ Qdy-+Rdz=0, (19)

T. e. Hanpasnenue (d'x, d'y, d'z) nexur Takke B mI0CKoCTH (4).
Kpome roro, stu ypaBHenus, ymuoxennwe Ha dP, dQ, dR, naworT:

dBd x - dQdy - dRdz =0, (20)
T. €. 3TO HanpaBJEeHHE JEXKHT B MJOCKOCTH:
9 GPX —x—dx)+dQ (¥ —y ~d)-+dR(Z—2z—de)=0.

Mexny IByMs HaNpaBJeHHAMH YCTAHOBJEHA NPOEKTHBHOCTD,
HO B OT/JIHYHE OT C/ydas NOBEDXHOCTEH B3aHMHOCTH MEXIY HHMH HE CyIe-
CTBYET— NN POEKTHBHOCTh He HHBOJIIUOHHAS.
Ecnu 6bl xoTend H36eXkaTh GE3KOHEYHO MAMBIX, TO HMEAU Gbl:
l R ———
(QR,—RQ)L-+(QR, —RQ)M--(QR, —RQ))N
o Vi il 21
(RP,— PR)L~+(RP,— PR) M-+ (RP, — PR)N -
n
(PQ,— QP L+ (PQ,— QP)) M- (PQ, — QP,)N

rae L, M, N 03HauarOT KOCHHYCHl yIVIOB HanpaBieHust dx, dy, dz ¢ OCAMH.
18. JlBoiiHble 31€MEHTHI 3TOM IPOEKTHBHOCTH ONPENEASTIOTCS YCAOBUAMH:

S.L=(QR,—RQ) L+ (QR, —RQ) M+ (QR,—RQ)N

H T. I, rae S ofmee 3HaueHHe 3-X OTHOILIGHHH npH /=L u T. L.
COBMECTHOCTb 3THX YPaBHEHHH TPEGYeT YHHUTONKEHHA ONpELeHTENs.

(QR,—RQ)—S  QR,—RQ, QR, —RQ,
RP.—PR, (RP,—PR)—S RP,—PR, |. (22
PQ. - QP, PQ,—QP,  (PQ,—QP)—S

0=

31ech CBOOOMHEIH u/eH:

| QR,—RQ, QR,—RQ, QR.—RQ,
RP,—PR, RP,—PR, RP,—PR
PQ,—QP, PQ —QP, PQ,—QP,
Ko e i
;[py‘ O L TR ST -

oL

Pl 24
B Qi |« | =@y endl 01|

100 BTOPOH MHOXHTE/Ib DaBEH HYJIO.

i

e — i —————————
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Takum o6Gpasom, ypaBHeHHe, omnpejeasiomee S a1 XBOAHBIX 3JEMEH-

TOB, CBOJIHTCA K
8§ S 0—A4.5=0,

WM 110 COKpAIIeHHH Ha — §:

sé_G.S+A:0, (26)
raie
G = (QR, —RQ))+(RP, — PR) -+ (PQ,— QP) = P(Q, — R))+
b
U R R0 a—i 93)7 T()z '
P, 5 @Ry
Haxkomnern,

A= (QR,—RQ,)(RP,— PR) 1-(QR, — RQ,) (PQ, — QP+
L (RP, — PR) (PQ,— QP))— (QR, — RQ) (PQ, — QP,) —
— (RP,— PR)) (PQ,— QF)) — (QR, — RQ)) (RP,— PR’) =
—=PYQR.~RQ)+ QPR —RP)+R(PQ— QP+
-PQ{RP.—R.P)+ (QR,— R.Q)i+
+PR{(PQ,— QP) +(QP.—PQ) I+
+QRI(QP,—P,Q)+ (PR~ PRI,

YTO PAaBHOCHJBHO:

B PP B
o S
BB e Bt R

B GuniRyeid

Wrak, ypaBHenue nas S |
§$2—G.§8"—4=0.

OHO HMeeT BelleCTBeHHble KOpHH npH 244> 0,
% ,  MHHMBIE cOlpsiKeHHbIe npu (G2 44 <0,
» »  paBHBEIE - npu (G24-44=0.
B nepBoM ¢/1yyae MPOGKTHBHOCTb TUNepOonuyecKas, BO BTOPOM —
3NMUNTHUECKAS K B TPETheM —MapabonuuecKasd.

Tax kak
G*44=4,

TO NAHHAA HA OCHOBAHHM NOHATHA O COIMNPSKEHHBIX JHHHAX KJI&CCH(I)HKE{IIHH
TOUEK MPOCTPAHCTBA COBNANAET C TOIO, KOTODYH MBI IIOJYyUYH/IH BBIIIIE,
HCXO0Isl W3 MOHATHA 00 ACUHMIOTOTHUYECKUX JHHHAX.
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19. 1 B ToM ¥ B IpyroM cayuae Mel NPUXOIUM K pesyJIbTaTy, coBep-
IIEHHO HE CBASHIBASI C MOHSITHEM 00 MHAHMKATpHCCce [ioneHa, kotopad,
pasymeercd, B NAHHOM CIydae OTHAamaeT TaK, KaKk OHAa OOBIYHO BBOAHMTCS.

U nortomy, 3TOT KapTHHHBIH NPUEM B TEODUM MOBEPXHOCTEH MOXET
6biTe O6oiined. Hamo mpuznath, uTo OH B OOLIYHOM BHJAE BHOCHT HEKOTO-
PyX0 HECTDOHHOCTL B H3/0XKEHHE TEODMH KDHMBH3HH (CBSI3bIBATH HJH HE
CBASLIBATD €€ C COMPHKACAIOWMMCS NapaboJoHIOM),— B Hel BHHUMaHHE
00palaeTcs He HA paclpefe/eHHe TOYEK B OTHOLIEHHH HOPMAaJsH, a pacrpe-
JEeNEeHHe TOYEK NOBEPXHOCTH B OTHOLIEHHH KACATENLHOH MJIOCKOCTH, KOTJIa
Mbl O€peM napaaenbHEIC CEYEHHS KacaTeNbHOH IUIOCKOCTH H MOJydaeM
B CJAyvae 3/JHINTHYECKOH TOYKH, YTO TOUKH ITIOBEDXHOCTH BOJH3U ee JexaT
O OJHY CTODOHY KacaTeJbHOH MJIOCKOCTH,— B CJIyuYae rHnepOoaHuecKol —
no o0e, pacrnosarasgicb B JOMOJHHTENBHEIX YIVIAX ACHMITOTHYECKHX Hampa-
BIeHUHA. B nanbueiimem (§ 6) Mbl Kk 3TOMy BepHEMCS B APYroM aclekxTe.

20. Bosspamaemca x ypaBaenusm (18):

Sd'x = QdR — RdQ, Sd'y = RdP— PdR, Sd'z=PdQ-— QdP (18

U BBHIBEICHHBHIM W3 HUX cooTHoweHusMm (19) u (20).
O6menum B HHX MecTa dX, dy, dz u d'x, d'y, d'z. Tleppoe H3 3THX
JABYX 3aMeHHTCS Ha (1) (OCHOBHOE), a BTOpOE MEpENHUIIEM:

d'x(Pdx+Q, dy—+Rd2)-+d'y(Pdx -+ Qdy -

/ - ; : 20
+Rd2)+d2(Pdx-+ Qdy+ R dz)=0. &

Beipaxenue 310 coBmazer ¢ npexsiaymum (20), ecau
Py:Qx’ Rx:Pz’ Qz:Ry'

OT0 BhIpaxaer, 4TO JeBas 4acrb (1) Tounei nuddepennuas. Ho, yuurs-
Basi, 4TO 3TO BhIpaxeHue H (18) mOMKHO GBITH PABHO HYJI0, 3AMETHM, YTO
HE JIOJXKHO INDOHUCXONHTh M3MEHEHHMA MpPH TakoM obmeHe dx, dy, dz wu
d'x, d'y, d'z B BbIpaXKEHHH:

dPd'x +dQd'y -+ dRd'z -~ (Pd'x - Qd'y - Rd'z) (Adx - udy - vdz),
[pHY [POHU3BOJBHBIX A, W, ¥, T. €. JOXKHO GLITh:
Pyt Pu—Q+ Qb PAP.v=R+R.L Q+Q=R+Ru

9TO MO2XHO IEpenucaThb:

4

P, — Q.= Qi— Py
R.—P —P.v—Rj,

Q — R, —Ru—Qv.

OTH ypaBHEHHs B OTHOWIECHHMM A, W, ¥ HEPaspelIMMbl, BOOGLIE rOBOPS.
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Muoxum nepsoe Ha R, Bropoe Ha (), Tperbe Ha P H CKAaIbIBAEM;
0pH 3TOM 4, ¢, ¥ UCKTHOYAIOTCS, U HMEEM:

, , . / : e
R, QU P - PO Rl

Taxkum 06pasom, NMPOEKTHBHOE COOTBETCTBHE OYIET HHBOIIOLUMOHHBIM
npu ycaosun G =0.

WubiME CIOBAMH, COTPSIKEHHB ¢ HanpaBaeHHd OyAyT B3a-
HUMHO-CONMPSAXEHHBMH JHIIb B CAy4Yae BHIIOJHEHHS yCJaAO-
BHS HHTEIDUPYEMOCTH.

21. Hanpasiaenus COBNAZAIOLIHX CONPSAXKEHHBIX JHHHH (HMIH JBOHHBLIX

JMHHY NPOEKTHBHOTO COOTBETCTBHs), TAKUM 06pa3oM, MPHBOIATCA K BHLY
(nonarag B (20) wan (21)) dx=d'x, dy=d'y, dz=d'z:

dxdP--dydQ-+dzdR =0,

T. €. 3TO HaliJIeHHbIE BHIIIE HANPABJEHHS FTABHbB X KACaTeNbHBIX
(acumnToTHUECKHE JHHUM). [TOHATHO, YTO OCHOBAaHHBIE HA TeX H JAPYTHX T
co0bOpakeHUX KAacCH(DHUKALHMH TOYEK NPOCTPAHCTBA COBMALAIOT. :

22. MHOro HarJsiiHee Iojy4YaeM MperCTaBAeHHE O HALIEM NPOEKTHBHOM
cooTBercTBuM, npuHaB cHoBa M 3a (0, O, 0) M COOTBETCTBYIOILYIO IJIOC-
KocTh (4). sa mmockderys XOY. Torma P=0, Q=0, u no (1) dz=—0
(160 R == 0 — uHaye Touka ocobeHHAS).

YpaBHeHHsS] COOTBETCTBUA MPUHHMAIOT BHIL:

S.d'x=—R(Qdx—+ Qdy), = |
S.dy= R({Pdx+ Pdy).

HMcknrouas S, uMmeem:
d'(x) (P,dx + Pdy) +d'y(Qdx 4 Qdy) =0

Pldxd’x-dxd'y. Q. -+d'xdy. P, Qdyd’y =0.

HUIH

ﬂBOﬁHbIe 3JEMEHTBHI 3TOT'O0 COOTBETCTBUA ONPEAEIAIOTCHA KBaApPaTHHIM

YDPaBHEHHEM:
v I S 4
Qx it R Qy e St v ’ ' LG
=0= 5 ——(Q,—P)+QP,—P.Q,=0.
o oS e R 4 :
3 S
dy . |

Wnn ypaBHeHnem and -

Q,dy* (P, — Q,)dxdy - Pdx? =0. i

T !
Jlerxo BUIET, UTO COOTBETCTBHE (24) HHBOMOLUOHHO, ecH (P, —Q,)=0
K ueMy Tenepb CBOIHMTCH YCJIOBHE HHTEIDHPYEMOCTH.
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CroBa nosyuuu: ,
=0

Tonexo npu ycnOBUUM HHTETPHUDYEMOCTH COINPSKEH-
HOCTH B3aHMHA.

§ 5. Kpususna. I'naBHble ceuennd. [MoaHas u cpelauss KPUBH3HA

23. Ecau 6bl npu NepeMeIleHHH B IVIOCKOCTH & MPHHANIEKAIIME STHM
TOYKAM IVIOCKOCTH CHCTEMBl COXPAHSAJIHCh, MBl HMenu OB CIyuaih, aHazo-

N ot

&

Uepr. 1

THUHBIH TJIOCKMM CcHCTéMaM. [lycTh npH NepeMEIeHHH MO HEKOTOPOMY
HaNpaBJEHHIO B INIOCKOCTH (4) MBI MOJyYaeM HOBYIO MJIOCKOCTE:

= (PP (X —x—d) + @+dQ) (F—y—d)+ 4
+(R+dR)(Z—z—dz)=0.

Kocunycet yrios nopmann NM u nepso# I/IOCKOCTH MNPOMOPIMO-

HanbHel P, Q, R, 1aa HoBo# — N'M' nponopuuonansusl P-+dP, Q--dQ,
R-+dR.

3a Mepy KPHMBH3HEI NMPUMEM MpPEAeN OTHOIIEHUS:

yron (NM, N'M")
MM’

MoxHo uckats yron mpsimoit MM' ¢ N'M'. Kocunyc sToro yraa pasen
CHHYCY yI/ia MEXJYy IVIOCKOCTSIMH. ;
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Hmeeum:
cos (NM', MM') _ dx(P--dP) - dy(Q-+dQ)+dz(R -+ dR)
ds dsl (P dPPr 1 (Q-1dQ)P (R} dR)‘g

U Tak Kak (dx, dy, dz) Bssito B (4), To Pdx-+- Qdy— Rdz=—0, 1 ucxomoe

1
BBIDaXXE€HHE NDHHUMAET B IIPEAELJIE BH]L <MbI I10J1Iara€éM 3TO OTHOILUEHHE :_Q_ s

_ dxdP--dydQ - dzdR

YT IR
OHO, OTMETHM, HENPHMEHHMO K MHUHHUMAJbHBIM JHHHSIM.

dTa KPHBH3HA CHCTEMBEI B ONDEJEICHHOM HANDABJEHHH €CTh HE 4YTO
HHOEe, Kak IepBasi KPHBH3HA KPHUBOH CHCTEMEI,
Kacarolleificss MNJIOCKOCTH (4) B HamnpaB/JeHHH P
(dx, dy, dz), nexameM B 3TOH NJIOCKOCTH.

JIerko MOXHO OBIIO OBl MOJMYYHTB 3TO BHI-
pakeHue, NPUMEHSIA TOT XKe NPHEM, KaKHM BLIBO-
OUTCS B AH(G(epeHIHaNbHOH TEOMETPHH BhIPa-
JK€HHe paauyca KPHBH3HE KPHBOH Ha I[OBEpX-
HOCTH.

N3 touku M onyctum nepneHauxkyasp MP
Ha naockocTh (4'), M'Q | MP 1 B NJIOCKOCTH,
npoxoxsues yepes MP u M'Q, npoBoIuM nps-
myto MQ | MM'. Torza us mogoOHs TPEYroJb-
HHKOB MPM' u MM Q umeeM:

MM MP
MQ — MM

s
0

Orcrona:
I e :
MQ  MM?2

Yron a=/ PMM=MQM ectb yroa
MEXIy AByMsa KacateabHEmMu MM wu MP’, T. e.

4

’ MM
yros CMEXHOCTH, a motoMy M'Q = sing TBAf-

eTcs paguycoM KpHBH3HH B npexgene a=0.
[Npunumas M’ 3a sneMEHT Nyrd KPHBOH, TaKHM
00pasomM, MOJyUHM:

1 _ (PHdP)dx+(Q4-dQ)dy+(R+dR)dz

e 4V (P+dPP1-(Q+dQP+(R+dR)

Hau ¢ nomompro (1)

; Uepr. 2
_ dxdP-dydQ-}dzdR
VPP TR

L
0

Beprwumerin. HaykoBi 3anucku BHn. IIl 9
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JIBa BHIpaXeHHS, KaK BHAWM, coBmagaioT. Ecau pacnucatb Gosee mo-
Ipo6HO, 6YyIeM HMETh:

1 _P;dxz+Q;dyem;dzqudy(z)}Q;>+dxdz(P; LR)+-dydz(Q+R,) (25)

¢ iV P QLR

24. Kax u B ciyuae nosepxsocreil, Bpamas npamyio MAM', 6ynem MEHSATb 0
Hau6onpinee ¥ HaHMEHbIIEE ero 3HaUGHHe HA30BEM IVIABHEIMH DaIUyCaMH.
Hanpasnenyue paguycoB KPHBM3HEI '1aBHH X CE€UYEeHHH HILEM OGbIU-

HEIM IyTEM. :
MmeM MakCHMyM-MHHHMYM BhIpaxeHus (25), npu ycnosuu (1), — uHaue
rOBOpPS, MIIEM MaKCHMyM-MHHHMYM BBbIDaXKeHHS:

K=P@+-Q+Re+ @+ Qlab+ P A-Rjact o
QA+ R)be ;

Qpy YCJIOBHH
Pa Qb -Re=0, a*tptc2=1. (27)

Hudpepenuupys, umeem:
2Pla+ (B, + QDb+ (P A-R)o+iPFus =0 |
B+ Q)a+2Q,b+(Q,+R)e+1Q+ub=0 |- (25
(Pt R)at (@)L RYb 1R 61 iR s =0 |

YcnoBHE COBMECTHOCTH 3STUX YypaBHEHHH B OTHOWeHUM a, b, ¢, A
BBIPAXKAETCS PaBEHCTBOM HYJIO ONpPENENHTENs:

Wl AP PR P
P+Q, 2Q+w» @EFER Q
P,+R, Q+R, 2R+p R

P Q R 0|

can (29)

Ecau ypaBHenus (28) MOMHOXHM COOTBETCTBEHHO Ha a, b, ¢, TO ¢ mo-
Mopio (27) MOJIyuYuM:

°

TakuM 06pa3oM, ypaBHeHHe (29) maeT HAM BBIpa)K€HHe AJNA TJIABHBIX
panuycoB KPUBH3HBEI U €ro CBOOOXHLIA UJIEH:

20 P +a PLR P
e e Qﬁﬁ;d
SRl

R :4}(1](2 (30)
D Q R o.
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/P2 T Q2|2
W TAK Kak A — J OQ L=, TO NpOU3BEIEHUE [MABHBIX paiMycoB KpH- |
BH3HBI (BbIPaXKEHHE COOTBETCTBYyMMIce ['ayccOBOH KpHBU3HE) [0JIy4aer BH]:
1 A

ek e s m— 30/
0109 G RRT ( )

1

Q19

=<2

Taxkum o6pasom, ectu A’ >0, Beipaxenue

L SO Hecanr A —1, : =0

010y 0105

<0, ectu 4" <0, nanpo-

THB

Taxum 06GpasoM, paccMaTpPUBAast BHIPAXKEHHE » MBI IPHXOHM K TaAKOH

12
e KIACCHQHKALMM TOUEK NPOCTPAHCTBA, KAK M NPH IOMOIM aCHMIITOTH-
ueckux aunui (§ 2, n°9) u npu nomowu npoektusHoctH (§ 4), a HMEHHO,

1 5
BE€IHYHHA —— B TOYKE 3JAJHINTHUYECKOH NONOXUTEJADbHA, B TOUKE

182

rEnepGoONHYeCKON OTPHLATENbHA H B NapaGoOdHUYECKOM
papHa myumio. OHO Hrpaer, Takum oGpasoM, B Teopur P.-E. cucrem
TaKy10 € pPOJb B OTHOMIEHHH K/JacCHOUKAIMH TOYEK IIPOCTPAHCTBA, KAK
MONHAsS KPHBH3HA JJA KJIACCHQHKAUMH TOYEK NOBEPXHOCTH B TEODHH
TIOBEPXHOCTEH.

OTO ONMPABABEIBAET B TO K€ BPEMS COXPaHEHHE 33 3THUM BBIPAXKEHHEM
HAUMECHOBaHUs IOJHOH KpuUBHU3HH P.-E. cucreMml.

25. CpeIHAA KPDHBH3HA B NOBEPXHOCTSX €CThb noJycymMmMa Mep
KPHBHU3HBI [VIABHEIX HODMAJbHEIX CeYeHHH. 31eCh HAXOAUM CyMMY KopHEH (29): i

[
2(K1+ Kg) T D? 7}_ Q2_LR2 ;
l

| R oning]
| 2B, BB pf | 2E el
+PHR, R RI+|P+Q 2q b
AR el R e
H Tak Kak K= VP2+2§2-+R2 'y TO
| 2Q, Q.+R, Q|
1 1 1 3 . ;
e SOECIEE T S IR

7&7’1‘92—p2¢ 24}32%-‘
Sl e ) g G

®opMyna 3Ta naeT HOBOJBHO YAOGHHE CIOCOG A5 BRUHCACHHS Cper-
Hed KDHUBU3HBI IOBEPXHOCTH, 3aJaHHOH YDABHEHHEM B HEPEIICHHOM BHIE:

s 2y =0,
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[Tpumep. DIANUNCOUA.

2 2 ~2

MRS R R
@i b‘~’+09 i
31ech
_ 2x o2 ok
Pefmrlsgm A=

96. MOXHO [0KA3aTb, 4TO JABA 3KCTPEMAJbHLIX HallPaB/IEHHA B3aHMHO-
nepnenIHKyAspHE. [l 10KasarTe/bCTBA MPUMEM CHOBA TOUKY (%02, 59
HAYyaJ0 KOODAHHAT, 4 MPUHALJIEKALLYIO €l MIOCKOCTD 3a MJIOCKOCTD XOY-oB.
Torma nas sToit Toukn P=0, Q=0 (1) cBogutca Kk Rdz=0, 1 TaKk Kak
MOKHO IPHHSITb, 4T0 R =0 (0CTaB/IseM B CTOPOHE CIyyaH P=0—=0—1)
10 dz=0 (TaKk ¥ NO/MXKHO OHTb, HOO NpSMad JIEXHUT B IJIOCKOCTH XOF).

Torna ypaBHEHHS, ONpeReNsAIONIHe SKCTPEMAIbHbIE HANPABIEHUS, CBO-
IATCA K

2P dx+(Q,+P)dy O dx|
| F+Qdx+2Qdy 0 dy|=0
P+ R)dx+(Q--R)dy R 0

HUJH
- | QP,;dx SO, R;)/dy dx|=—Ri(P ylﬁL Q;? e e
(P -+ Q)dx+2Qdy dy|  +2(P,—Q)dxdy=0;
SICHO, 4YTO
{/ dy \'n‘ ( dy o 5
. \\E//l >< \\TZ}‘/“Q PR 1’

yTo ¥ TpeboBanOCh JMOKa3aThb.

B 5TOM CHOB4 MOXHO BHIETh aHAJOTHIO CO CiIyYaeM IOBEPXHOCTH.
Tenepp HeTPYAHO NOKA3aTh, YTO 3TH SKCTPEMaJbHbHIE HAMPABICHHA IEIAT
MOMOaM yroJl MeXAy aCHMITOTHYECKHMH.

JleficTBUTENbHO, YPABHEHHE MOCJEIHHX IS HAuero BhGOpa KOOPAH-
HATHBIX OCEil MPUMET BHI:

dxdP-+dydQ =0,

HJIH

Pdx - (P, + Q) dx dy -+ Qdy*=0.

[IpuMem Temepp ,I/IaBHBIE HanpaB/ieHHA® 32 OCH KOOPAMHAT 00X, OY.
Vpasrense (33) fo/mKHO HMeTb KOPHH O H ©o, @ MOTOMY AO/IKHO 6HITE
s i s
P+ Q,=0.
Ho Torza ypaBHEHHE ACHMITOTHYECKHX JIHHHH CBOIHTCH K

s 4 )
P dx? - dey9 ==},
T. @, JaeT:

/ dy® ke B
x\ﬁyg.}:iV S
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T.e. 7Ba HANPAB/IEHHA CHMMETPHYHB OTHOCHTENBHO OCEH, KOTOPHIE, TAKHM
ofpasoM, HeaST YIJAB MEXJAY HHMH NMOMNO/AAaM.

27. Teopema Jisepa. [IpEMeM JarHyIo TOUKY 33 HAYaJ0, MJIOCKOCTD, MPH-
Hagnexamyio 3Toii Touke no (1), T. €. (4), —3d NIOCKOCTB XOY, ycaos-
HOe ypaBHEeHHE:

2+b>=1(mpu P=0, Q=0, c=0)
JaeT
(= cosig, b==sina
H, CJIeI0BaTENBHO:

K= P, cos?a|- (P}’, - Q) cosasina-- Q; sin®a.

[IpuMem raaBHBIE HaNpaBiEHHs 33 OCHM; TOrIA P)',—{»Q;:O. [Tpennpyias
dopmyna (26) naet:

R L 2 i
—Q—:chos a- Q,sina.

R ’ JU R "
[Tonaras szeck o =0, noayyaem 0—:Px, moarag 4= 5 : ——= Qy.
i <2

Takum 06pasom,

1 1 s
— — cos?a | ——sin*a.

Qu 0y U

7 .
© s nepneHIUKY/IAPHOr0 HampaB/eHHSA a’:a{-?; OTCIOJA HalJeMm:

Jﬁ e _1_ sinZa +—1— cos2a.
Qa-i—% 04 Qo
Orkyna:
1 1
oo b = — -+ —=~Const

Teopema Ditnepa umeer mecto B P.-E. cucreme.

§ 6. Ungukarpuca

~ 28. Ecau dopmyay (25) mpHMEHHM K TOMY CIyHaio, KOraad 6epeM TOUKY
34 HAUAJIO, 4 COOTBETCTBYIOMIYIO €H MJIOCKOCTb CHCTEMBbI 32 IMIOCKOCTH XO¥Y,;

TO BbIpAXKEHHE PajHyca KPHBH3HbLI YIPOLIAETCS:

L g (2 4 o4 o (%5)(4) 4 (22
=Pl ) O+ QG N\ ) T O\

OTtsoxuM Ha Hanpaeieruu (dx, dy, 0) B mnockoctd XOY nnuny, pae-
nyio }/Je|. Torza .E:g%l/ [o], n:%l/rg_\ 6yIyT KOODIHHATAMH TOUKH

KPUBO#:

Pt (P 4Q)en+ Qn =1 (A)

L i il il
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B maockoctd XOY. 3ra xpuBast [aeT BO3MOXKHOCTb CJAELHTH 32 U3MEHEHHEM
pajuyca KpPHBH3HBI MDH M3MEHEHHMH HANPABJICHHS NPAMOM, BEIXOAAIIEH u3
Hauyajaa. Tun KpHBOH 3aBUCHT OT 3HAKa:

(P4 Q) —4P.Q,.
(P + Q) —4P.Q, <0,

Ecnu

KPUBasi UMEET aCHMATOTbl MHHMEIE, T. €. GyJeT 3AAUICOM (TOYKY B 3TOM
C/y4ae Mbl HA3BANH SNNHINTHUECKOH). :

Ecau (P -+~ Q )2 — 4P .Q >0, acuMnTOTH BEIIECTBEHHB, KPUBAS SIBJIS-
eTcAd TUMEpP 6 010 M, TOuKe B 9TOM Ciryyae Mel np}wam HAa3BaHHE THTI € p-
6onHueckoi. Hakonen, ecnu (P +Q )"—4P Q 0, umeer Tun ma-
pabosH, — KpHBas MDPEICTABJSET Napy HapaJIJIGJIbeIX NPSMBIX, — TOYKE
Mbl MpHOaNH HasBaHue mapaboamueckod. Mrak, THD TOUKH H THn
NOCTPOCHHOH KPHBOH COBIIAJAET, H KPHBasg IO CNPABEAJIHBOCTH SBJSETCS
HHIOIHKAaTDpHCOH.

[lpusewanne. Vinero TaKoro MONYYEHHS HHIMKATDHCH I/ CHCTEMEL
MHTErPaIbHBIX KPUBHIX (1) MHE 1a/J0 COOTBETCTBEHHOE MOJYUYEHHE HHIHKA-

-TPHCEL y Vessiot'a— Lecons de géométrie supérieure, 2-e éd. 1919, p. 37.

§ 7. YMOuauxu

29. Panuyc KpPHUBHBHH GyJET 1O BCEM HANpPABJACHUAM OIMHAKOB, eCJH
KO3 duUKEHTE NPH dx’, dxdy W dy* B unCIMTeNe M 3HAMEHATENE BHIpa-

1 " :
XEHHAA O E 6}’ILCT OIMHAKOB. [l19 TaxkoH TOUKH KDHBH3Ha OJHHAKOBa

0 BCEM HANPAaB/IEHHSM B [VIOCKOCTH CHCTEMBI, HO MOXET GHITL pasidyHa
A PAa3NIHYHBIX TOYEK IIPOCTPAHCTBA, 00/afaioIUX 5THM CBOHCTRBOM. Takue
TOYKH MOXKHO Ha3BaTb YMOHJIHKAaMH CHCTEeME, H Mb y6exaaeMcs, 4TO
OHM 00PasyiOT B NPOCTPAHCTBE JHMHHIO, HA3BIBAEMYIO YMOHJMKAJAbHOH
auHMel. Ee ypaBHeHHS MHl moayyaem, IOACTABAAS B

dxdP-+dydQ-+dzdR
Pdx - Qdy -+ Qdz =0

dz:_ffi%Q_dl

no (1)

H BBEIpaXkas, 4T0 KO>(QPUUMEHTH INpH dx?, dxdy u dy* nponopuHOHaIbHE
COOTBETCTBYIOIMM KO3()(DUUUEHTaM B ds?, KOTOpHE IpU TaKOH XKe Moj-
CTAHOBKE NPHHUMAIOT BHJI;

(P2 + R?)dx® + 2PQdxdy - (Q*+ R*)dy*
R_

-

ds—

:
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Takum 06pasoM, UMEEM:

R(RP.—PP)+-P(PR,—RR)

R'Z _‘wr p2
 RYRP,—PR) + (RQ,— QR)} -+ QPR,—RP) +- P(QR,—RQ)
i 2PQ T =
R(RQ e QR Yol Q(QR RR)
e
Ecau nogmcrasum R=1, P——p, Q= —¢q (p, g 3aBHUCAT TOIBKO OT

X M y), TO MOJYy4UM OTCIOAA OOBIYHEIE ypaBHEHHS A YMOUIHK:

R e
=

L2 299 1+¢

[Tpumep. B KauecTBe WAMIOCTPALHH MOXKHO NPHAOKUTE STOT METOL
K BBHIYMCJIEHHUIO IAPOBBIX TOYEK I/JIHINCOHIA. :

§ 8. KpuBusHa nogepxmsreu

30. C. Neumann B cratbe Ueber correspondierende Flachenelemente
(Math. Ann. XI. S. 306 —8) naer HHTEpECHHE hopMyJIHL.

[lycTb COOTBETCTBHE MEXAY X, ¥, Z H § 1, § ycraHaBIMBAaeTCs ypaBHE-
Husmu (1):

E=g(x, ¥, 2),
]:",U(x ya ")
¢ =3l 0L

rae ¢, 1, 4 — AaHHble QYHKUHH HX apryMeHTOB.
Torza MeXIy COOTBETCTBEHHBIMH 3/IE€MEHTAMH 06BLeMOB CYLIECTBYET
COOTHOIIIEHHE!
de St )"
Wt Ol 2)

AHAZOTHUHOE COOTHOLIEHHE CYIIECTBYET MEXIY NOBEPXHOCTHBIMH 3J1e-
MEHTaMU: '

g, E

7 4
ii_o;ﬁ(_)m Hals ﬁ1
ds AL e

la b ¢ O

rae @, b, ¢ u a, B, y CyTb KOCHHYCH YIJIOB C OCAMH HopManei K dsH do.

e L ) e
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HoxasarenpcrBa 3108 ¢dopmyas C. Neumann He npuBozuT (¥).

31. K. Hefimann ykaseiBaeT Ha NpHMeHeHHE 3TOH (HOPMYJBI K BEIUHC/IE-
Huio ['ayccoBo#t KpuBH3HH (corzacHo [ayccoBoit theorema egregium), —
npu chepHueCcKOM H300PaKEHHH, KOria CJlel0BaTelbHO:

rme

@ b, cua B, ynpu 3TOM paBHE Te U ADYTHE COOTBETCTBEHHO § 7, §
TaK 4TO

T I §i
do n,om, n,
St Mo Gy 8 Aae v
S S .
e B

(*) OHo 6BUIO OaHO B CeMHHAape IO reoMeTpH# yuacTaukom ero cT. §1. I1. Baankom. Bot oHo:
pPaccMOTpPHM Ha NOBEPXHOCTH 1-0H TOYKY € KOODAHHATAMH X, V, Z H OeCKOHEYHO-GIH3KHE
K HeH HAa KOODAMHATHBLIX JUHHAX U= const H u= const, Touku:

(x+ x'udu, y +y;ldu, z- z;du)
H ¢
(x+ x’vdv, y +y;}dv, z-+ z'vdv).

YnBoeHHass IIOLIANB A-Ka, HAMH oGpasyeMoro (H-’IH ILowaAb napayieaorpaMmMma, Hd HHX
MOCTPOEHHOr 0, HMEET CBOHUMH MPOEKIHAMH HA NMJIOCKOCTH KOODAHHAT: ¥

1 1 !

! e i

| ' |
x ! x 2 2
% y,” dudv, t f’ ,u dudv, 1 y,a ,” ‘dudv,
| X Yo Laiif o | Yo Zo |
T e D ) -
Dty %2 (v, 2) 3
T o) dudv, D, ) dudyv, D(a,?) dudv,

a njaomiagb cCaMoro HapamlenorpaMMa
1/ (D& w\2 | (Dilx, 20\, (Diy. 212
Haao=V (Dusy) + <D(u. e o) - dude.

Taxkum obpasom, ds = Hdudv.
Ecan a, b, ¢ kocuHychl yriaoB HopMaaH c¢ ocaimu OX, OY, OZ, 10

Dy, 2) 4y Dex) o Dy

aH:i)(u,?)" T Diw o) ~ Diu, v
Tak kax nns 2-of moBepxHOcTH do=— Hdudv wu aH:M, B — DE. &)
D(u, v) D(u, v)
gresAEn 1))
D(u, v)

3ameqan, UTO B CHJIY COOTHOIIEHHI:

ool =glt iy 2]
g, v) =p(x, v, 2)
el o)— x(v, 3, =),

o

-
"
¢

]
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Ecnu BBectH Npenbl AyIIHe BBIDAXEHHA, NOJydHM:

aid ool
NG | A
s e AR SR A

‘f:: f; fz/ Ol

ecmu T— P2+ Q>+ R
Ecan MBI paccMaTpHBaeM CHUCTEMy NOBEPXHOCTeH (unu onHy), 3alaH-

uyio ypaBHenueMm (1)
. Pdx -+ Qdy + Rdz =0,

TO MOJyyYaeM:

) e e
K: (ﬁ 1) . Q)’ QZ Q .
PHQ@FRF|R, R, R, R
Finald wot iy
rae -
x= Fu, v), y=Guw v), z=H( v).
no ceofictBy onpenenutened koG, uMeeM:
B D, b - D 0. DY) 18 D, O D(z x + Doy, & D(y. 2)
T P D)D) Dig, x) Do Dy, z) D, v)
Touno takxke
g — DEH DL D Dl ) + D, § Dfz x) PG & D2
T o) Dl D(u, Pz, %) Pluv D(y,2 D v’
g D&m _ D& w D y) L DG Dex + D& w Dy, 2)
i Doy D v e i) Dizic)o D, v) Dty, z2) D(u, v)
Beonst snauenus al, bH, cH, umeem:
Dbl D(n. C‘) D, O
sonamuaptto D Hapyra it
: D( t) DS D(( &
[ ey S H &
b U D, n T D, 9 ¢
b 7); D&, n) BE )
= Dl Sy Dig %) B D(y, 2) ot
VMHOKAs COOTBETCTBEHHO Ha @, [, ¥ W CKIaAbIBasi, MONYUHUM:
H o D Oy D, o D, O
B B R bﬁ(z 0 T %Dl T
Bl c) DG &) Diigos)
I Sty I
Bey DD DO 2
- D(‘S’ﬂ_ D(g, /”)) D(S 77) ==
T By T D(z X T D, -
7 cy P
PR TR R U
G & &7
TR T SRR

yTo U TPeGOBaNOCh NOKA3aTh.
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Hackonbko ata dopmyna yuoGHa 4ist BHUHCAEHHS MOJHOH KDUBU3HBI
MOBEPXHOCTH 3aJaHHOH ypaBHEHHEM B HEDEIIEHHOM BMJE, JErKO 3aMETHTEL

2

S S —0(a) -

aL

Ha NPpHMEDPE 3JJUINCOHIA. Basag or YPaBHEHHA

xdx . ydy o 2dz

bepeHnuat, HMeeM: S REE. EEn: =0 u gaa K nonyuaem:
c; A %
(—1) 0 = 0 %
Cheas b el
¥

YMHOXas NepBEH CTO/GEL Ha X, BTOPOH HA y, TPETHH HA 2 M BHUMTAT
U3 UYCTBEPTOro, MOJayyYaeM C MOMOMIBI0 (a):

|
i i e
=
TR Rey '
{1} iz 1
A gL NS s e | A e N2
(aﬁﬁ+7) giiig kgl R e T b4+c4)
>
T ey T ~
et A |

32. Ta ¢opmyna, KOTOPYI0 Mbl BLIBeJIH BEIIUE, COBIAZAET C TOABKO
UTO NPHBENEHHOH, TOJBKO B CJyuae P) — Q_'t, P;:R;, Q;ZR}’,,—B cay-
yae ecaH JseBast 4acth (1) ects TounmE puddepennuan.

Pasymeercs, HenmocpeiCTBEHHOE NOJIbL30OBAHHE dopmynoit K. Heiimana
BBIBEJIEHHOH 1/ OTHOIIEHHMS NBYX NOBEPXHOCTHHIX 3/IEMEHTOB MOBEPXHO-
CT€l HNaHHOK M Npeo6pasoBaHHON, MOXeT BO3GYAUTH COMHeHMe. MoxHo,
OZAHEKO, yOeIUTbCA B NPABH/IBHOCTH €€ IPHMEHEHHS.

JefiCTBHTENbHO, €CAH B MIOCKOCTH (4), npunagnexameii Touke (x, y, 2),
B0OOpasuM GeCKOHEUHO-MaJbIi NapaanenorpaM, co CTopoHaMu ds, &'s, To
NI0AAb ero ds—d's sin(ds, d's).

P @ 5p
Touke X, J, Z) COOTBETCTBYET TOYKA c=— - =—— (=—x)
(*x ¥, 2) ¥ § e s Sy
rae P2 } Q2 7% R2. (a)

Popmyna Hefimana roBopuT TONBKO O CBSI3H Mex ]y 6ECKOHEUHO-MabIM
NIOBEPXHOCTHLIM 3/IEMEHTOM MNPHHA/VIEXKAIUM TOUKE X H COOTBETCTBYIOIMM

‘ OECKOHEYHO MaJblM JVIEMEHTOM, NMDHHAANEKAUMM TOUKE npeo6pa303aHHoﬁ.

Tak xax Qopmyna (a) MMEHHO TaKoe COOTBETCTBHE VCTAHABIHBAET, TO
NPHMEHUTH (DOPMYJNY MBI HMEEM INPaBo.




O cuereMax HHTerpanbHbiXx KpuBbix [ldapdosa ypaBHEHHS 139

Ho y Hac mnoayuaeTcss HHTEPECHBIA pesy/bTar. [IlpousBenpeHue
Mep KpPHUBH3HB TJAaBHHX HanpaBJeHMH U OTHOMEHHE
3MeMeHTOB GeCKOHEUHO-MaJAHX CcHCTeM M ee chepuue-
ckOro HaobpaxeHnus He coBnagaioT. Ecau 3a mocjaeJHHM coxpa:
HMTD HA3BaHMe [aycCOBOI KPMBU3HBI, a 34 NEPBHIM MOJHOH, TO MOXHO CKa-
3aTh B TOYKE NPOCTPAHCTBA NOJAHAA u ['ayccoBa KpHUBU3HA. P.-E. cucremel
BOOGILIE HE COBMNAZAIOT ¥ CTAHOBATCH PABHEIMH TOJBKO B CJaydae, CC/IH (1)
ecTh TMOJHBIH ZuddepeHnua:

A!
- —= — 5 ) 30,
A AP L LR s
(= 1)4
2' == S ST
RN R
CooTHOLIEHHE
A=44-1 G

MOKA3HIBAeT, YTO B C/yuyae WHTErPHUPYEMOCTH 3TH BHIPAXCHUA COBMAJAIOT,
u6o Torma A'=—4A4.

§ 9. JluHuK KpUBH3HBI

33. JIuHHM KPHBHM3HEL B TEOPMM IMOBEDXHOCTEH IOJY4arOTCs, HCXOJdA
M3 JBYX ONpe[eJNeHuH, MPHBOMAIMX K ONHHM M TEM e Pe3y/bTdTaM:

1) Kpusuie, nexaiye Ha MOBEPXHOCTH H HMEKOWIME CBOHMH Kacate/lb:
HBIMM HATPAB/ICHHA OCeil HMHIMKATPHUCH, HJIM BCE DPaBHO, — HampaB/eHUsd
KacaTeNbHBIX IVIaBHBIX HODMAIbHHIX CEYECHHH.

2) Jlunuu, B GeCKOHEUHO-GIH3KMX TOYKAX KOTODBHIX HOPMAJIH K MOBEPX-
HOCTH TIEPECEKArTCs.

Ecan nepeneceM 3TH OMNPENENEHHs HA PAacCMATPUBAEMBIC CHCTEMBI HH-
TerpaJabHEIX KpuBbiX (1), TO OKasbIBAETCS, YTO PESY/AbTATH HE COBIAJAIOT.

1) IJUHHHY KPHBU3HB KAK KDUBHE, orubaeMpie HanpanJae-
HUAMH 5KCTPEMAJbHE X PATHYCOB KPHUBH3HBL

YpaBHeHusl NpenplAyiiero naparpada, no yMHOXEHHH Ha ds u 3aMeHe

ax ay | dz

d———5 h—

ds o Tr
2P dx (P, + Q)dx—+(P,+R,) dz+ A Pds+pdx =0,
(P, + Q) dx—+2Qidy 4 (Q+R)) dz 42 Qds - pndy =0,
(P, -+R)dx-+-(Q,+R))dy -+ 2R’ dz -} J.Rds -+ pdz=0.

IIPHHUMAIOT BHI:

OTH ypaBHEHHS COBMECTHBI B OTHOLICHHH Lds B W, HCKJIIOYAdA KO-
TOpHE, MBI NIPHAEM K COOTHOIIGHHIO MEXAY A, dy, dz, KOTOpoe BMeCTe
¢ (1) u onpenensieT HCKOMbIE JHHHH:

9P dx+ (Q,+ P)dy+-(P,+-R)dz, P dx|
(P + Q) dx+2Qdy+( @+ R)dz, Q dy|=0. (35)
\‘(‘D;"‘I_R;) dx"HQ;-%—R;) dy—{—?R;dz. R dz |
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Monyuunn xsanpatHoe ypaBHeHHe, KOTOPOE, TAKHM 06pa3oM, Ompee-
JS€T I B€ CHCTEMBl KDHBBEIX, — UYePe3 KaXAYyl TOUKY NPOCTPAHCTBA MpO-
XONAAT ABE TAKHX KPHBBIX, KOTODHIE COOTBETCTBYIOT KACATENBHLIM B TOUKE
(%, ¥, 2) K IMHUSIM, HMEIOIHM HaHGO/IbIIHH H HAUMEHBIIUH PALHYC KPHBH3HBL.

Kak mMpl yOennnuch BbIIIE, 5TH JHHUM 06PasyioT OPTOTOHAABHYIO
CHCTEMY H SABJIAIOTCH OGMCCEKTDPHCAMH YIVIOB MEXIY ACHMITOTHUYECKHMH JIH-
HHUSIMH. DTH CBOHCTBA OTBEUANOT BIOJHE COOTBETCTBYIOIIHM CBOHACTBAM
JHHHHA KPHBH3HEI [OBEPXHOCTH.

3ameTuM, YTO ypasHeHue (35) MOXKET GHITh MePemnucaHo:

2dP4-(Q, —P)dy+ (R, — P)dz, P, dx
(Q,—P)dx+2dQ+ (R, —Q)dz Q, dy|=0. (36)
J(p;-_ R)dx+(Q,—R)dy-+2dR, R, dz

Pagymeercs, COBMECTHO C 3THM MBI JOKHBI paccMaTpusath (1).
[Ipumep. na snauncouna umeem:

i

0 5

I el
dy b2 2 72 =
daz z) Qdf

2 c?

: 1 "o
HJIH 110 YMHOXEHHH Ha iabw-:

drx . d d .
‘ " j A,Z = 0 = xdydz (b — A+ ydzdx (xdydz (b2 — ) |-
ek -ydzdx (¢ — a?®) - zdxdy (a? — b2)=0,
J a’dx bdy cdz| f’v ( ) 4 )

X dy e
H COBMECTHO C — %ySVT 5 =0,
a* b? (B2
34. 2) JlunMH, BIOJNDb KOTODH X HODMAaJH K NJOCKOCTHM
CHCTEMH NepecekawTCd.

Coranacho 9TOMY OUPEAENEHHIO JIOJIKHBI I1€peceKaThbes npAMbIE,

Xkl ol =9 e L Z—2
& % LHSEE R
NKe=x—dx Y—y—dy " "Z—2 {4z
RS [ il LB e

DTO yCJIOBHE IO H3BECTHOH (POPMYNAE 3aMEHIETCH:
dodyiidz

2R D B (37)
dP dQ dR|
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Kak BHIEM, 5TO ypaBHEHHE OTIHUHO OT MPEIBIIYLIEro, KOTOPOE C HHM
COBMAaZaeT NMpH YCIOBHH:

Q,—P,=0, R,—P,=0, R,—Q,=¢,

7. e., korza (1) ectb TO4YHBIH muddepennnan. Ho He TOMBKO B 3TOM CIy-
yae IOMKHBE KDHBBIE COBMAafaTh, HO M TOTJd, KOria BLIOJHEHO TOJNbKO
yCJIOBHE HHTErPHDPYEMOCTH G=0. B aToM me TPyLHO yOEXHTHCH.

TleitcTBHTENbHO, pasienus (36) Ha 9, pasjaraeM €ero Ha JBa ompe-
TeJTHTEN:

dP P dx (Q,—P)dy+(R,—P)dz, P dx |

| el ; , /

dQ' Q' dy s (B, Q) xR, Q)= Q dy|=0.
dR R dz! ](P;—R;)dx+(Q;~R;)dy, R dz

JafimeMcsi MOCTENHHM onpereantenen. Pasmarag €ro mo S1€MEHTaM
BTOPOr0 CTONOLA, MONTYUHM:

P{(R, — Q)) (d2 - dy?) -+ dx [(P,— Q) dz—+ (R, — P)dy]!
L QUP. —R) (d - de) +dy [(Q,— R)) dx (P, — Q) dzl 1+
1 RYQ,— P)) (dy* + dx?) +dz [(Q, — R) dx+ (R, —P) &y}
— Gds? - (Pdx + Qdy |- Rdz) [(Q, — R)) dx + (R, — P)dy -

(P'— Q,)dz] =0,

I+ +

(eciM B MEPBBIX C/IATAEMBIX KAXI0H CTPOKH n06GaBHM M BBIYTEM MO YJIEHY
(R, — Q) dx2, (P, —R)dx* u (Q,— P))dz COOTBETCTBEHHO).

B cuay (1), Takum 06pa3oM, pasHOCTb ABYyX ompependreneld paBHa Gds>
u yuuuroxaerca npu G=0.

Takum 06pa3oM, IOKA3aHO, YTO ABE CHCTEME JUHHU, OTBEYAIO-
mue ABYM ONpELEeJeHHAM AHHHMH KPHUBH3HBE, COBMAanaioT
npy G=0,7 ¢ npHBHToABSENR Y CAOBHT HHTETPpHPYEMOCTH.

35. MoxHO yO6eanuThbCs, 4TO THHHH KPHBHSHBH sTOopore onpe-
nfeJeHHs He OYyAyT OPTOroOHAaAbH b :

" Ilpumem cHOBa TOuKky M (X, y, 2) 3@ Hayazno KOOpAMHAT H COOTBET-
CTByIOmyl0 eff IIOCKOCTb CHCTEMBI 33 IUIOCKOCTD XOY. Torpa ypaBHe-
aue (37) MPHUBOJMTCA AAs STOH TOUKH K BHAY:

i i—

\dp 0 dx|
1dQ 0 dy|=0,
\dR R ol

RIQdx? -+ (Q,— P, dxdy — Pdy*] =0,

KODHH yPaBHEHHS HMCIOT MPOH3BEJICHHE, paBioe — 1 TOJBKO IMpH
'z Té
R(Qx—Py):O (u, cnexoBaTenbHO, BOOOMIE HE nepnenauKyaapuer). Tak
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Kag npu atom G cpoautes uMenHo k R(Q — P), TO MOXHO IPEeIBUIETD,
4TO JMHHHH GyAYT B3aUMHO NEPHEHAHKYJAADHH TOABKO [PH BBINOJHEHHMH
YCJIOBHSI HHTCIPHPYEMOCTH.

Ho npu oSmem nonoxennu M 310 TpeGyeT HECKOALKO ITHHHOIO cuera,
Jast sToro namo, pacmonoxus B (37) mo cremenaM dx, dy, dz, UCKNIOYHTD
dz ¢ nomompio (1). Tlomyuum:

dX‘ (i d ’ ’ ek . ’ ’
“for PRIRP, — PP+ 1™ [(R,Q%) (RP, — PP.) - PQ (RE, — QP))] +-
i [Z 2 ‘ 5 5

- 73’ e, o i .
Kocunyc yrna nsyx manpapnenuir NPONOPIHOHANIEH:
D2 i 19
dxd x—~+dyd'y |- ded'z zl—,ézidxd’x—j— (dxd'y + dyd'x) RC?A—
2 \
— R R Q dyd .

Ecnu Bmecto dxd'x, dyd'x, dxd'y, dyd'y BBecTH KO3()PUIMEHTH TPeLb-
ZYIIETO YPaBHEHHs], NOJYYHUM TMOC/AE JOBOJNBHO [JIHHHBIX IIEPENENIOK A5
PaBEHCTBA KOCHHYCOB HYIIIO:

dx "dx 5
& s Do

Vicknouas ocobennpie Touku (P = Q=R =0), uveem, uto s nep-
NEHIUKYAIPHOCTH JBYX JIMHHH KDUBM3HBl BTOPOrO ONpPENENEHHS JOKHO
6biTh (G =0, -~ HO TOrZa 3Ta CHCTEMa COBIANAET C IepBOiL.

Takoit e TOYHO CUET AJA NEPBOH CHCTEMBI JHHHH NIDUBOILHT K BHI-

LRG0

PaXKeHHIo:

Pl el ba g N el e v

p“\‘fQi(Qz_*—Rj)/ _? (Q3+Rz) _!- Q \_2— (Pz 7FRx)_? (pZTRx)/} G0
1 i s 1 7 / \\‘v
*(Py'f—Q_g’—?(Qx—pr) )

KOTOpOE €CTECTBEHHO DPABHO HYJOIO, — T. €. JHHHUHU nepaoﬁ CUCTEMBI B3a-

HMHO OPTOrOHA/bHBI, KaK Mbl YO€IM/IMCh BEHILIE.
36. COBOKYMHOCTb HPSIMHIX:

A—x X Vd ey

P o RN @)

MEPNEHAUKY/ISPHBIX B TOUKE (X, ¥, Z) K COOTBETCTBYMOWIEH muockoctu (4),
00pasyloT KOHIPYSHUUIO MpsMbIX. H3 MpeiEaymero BUAHO, UTO JHHKHK KPH-
BU3HBL BTOPOr0 ONpPENE/ICHHS AAIOT HauyaJo GOKAJIbHHM IOBEDPXHO-
CTSM KOHrPY3HUUEA npaMerx (3), u60 HopManu (3) B COCEIHUX TOUKAX 3THX
KPHBEIX IIEPECEKAITCH.

Orcrona: COBOKYNHOCTDL NPAMBEX (3) MOXHO paccMaTpu-
BaTh, KAK KOHTPYSHIHI HOpPDMAJEeH HEKOTOPOU MOBEpPXHO-
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CTH, TOAbLKO NPH BHIOJHEHHH yCAOBHSA HHTEIPHPYEMOCTH
G=0. U o6paTno: ecaH (3) N1 pPeACTABASIOT KOHTPYS3HUHIO HOP-
mMaJaedi, TO COOTBETCTBYIOUIHE JHHMH KPHBH3HH BTOPOTO
ompejeHHs B3aMMHO ODTOTOHAaAbHB H, CAeNOBATENBHO,
YCAOBHE HHTETDHPYEMOCTH BHIOMTHEHO.

§ 10. PacnpocTpaneHyie MOHSTHSI O re0Je3HYeCKHX JMHHAX Ha
HEHHTEerpupyeMbie CHCTEMbl KPHBBIX

37. leonesuueckre JHHHH SBASIOTCA B JH((EpEeHUHANTbHON TeOMETPHH
KaK KDHUBLIE MOBEPXHOCTH, TOYKM KOTODBIX MMEIOT BBIIPAMJAIOUIYIO MJIOC-
KOCTB, COBNAZAIOIIYI0 C KACATEJNbHOH MJIOCKOCTBIO MOBEPXHOCTH. JTO ONpe-
Je/eHHe MOXKET OBITh COXPAHEHO H 371eChb: OYAeM HCKaTbh KPUBHIE, B KaXJAOH
TOYKe KOTOPBIX BBIIPAMJAIONIAA MIOCKOCTh COBNANAdeT ¢ MPUHALICKAUIEIO
5TOH TOUKE NJIOCKOCTBHIO CHCTEMBL.

3T0 3HAYUT, YTO B IJIOCKOCTH

BiX il 0 LB D 4

JEXAT HE TOMBKO KacaTeNbHas K KPHBOH, ONpeae/sieMON HanpaBJEHHEM
dx, dy, dz,—4to U BHIpaXaeTcs ypaBHeHuem (1):

Pdx—+ Qdy+ Rdz =,

HO M OHMHOpMAJAb, KOCHHYCH VIVIOB KOTOPOH € OCAMH NpOmop-
[IUOHA/BHbI
Ydd AT

yel—=zy, 28 — x2", Xy —yx,

T. €. HMEEM:

P2 —2y) |+ QEN — X2)FR(xY —y'x) =0,
HJAH
oMl VR
dx dy dz §:o, (40)

unH, ecau (mpeanosaras R—-0) yMHOXHTb NOCHEAHMHA cTon6en HA R H
TpUAATH IEPBEIfl, YMHOMXEHHBIH HAa P, U BTOPOH, yMHOXEHHBIH Ha Q:

p Q p2 + Q2+ R‘E
dx dy 0 L—0,
\x &% Pdx-- Qd’y | Rd*%

1]
R
BTOpO# uJl€H B TPEThEM cronﬁue 0 Bmecto Pdx—+ Qdy -+ Rdz—B cmy (1).

Teneps

0=d (Pdx - Qdy - Rdz) = Pd?x -+ Qd®y 4 Rd*z -+ dxdP -
—+ dydQ —+ dzdR,

o g - g
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H TakuM 06pasoM HMeeM KaK YPaBHEHHE ,Te0Ae3HUYeCKHUX JHHHU CHCTEMEI
HHTErpaJbHBIX KPUBHX (1):

B o e G
L dx dy 0 0
?x d¥y  — (dxdP--dydQ -} dzdR)‘

STO BBHIDAXKEHHE MOXHO MEPENUcaTh (eC/AM pPAa3JOXKUThH 110 JIEMEHTAM
MOCJACIHErO CTOAOLA):

(dxdP - dydQ - dzdR) ( Pdy — Qdx) = (P> Q-+ R?) (dxd*y — dyd>x).

Pa3s BeInpsMiIsonias MIOCKOCTh COBNAZAeT € maockoctovio P.-E. cu-
CTEMBI, TO MOXHO CKa3aTh, 4TO [E€OJe3HyYeckass KDHBHM3HA 3THUX JHHUH
paBHAa HYJIO, €CAM JaTh COOTBETCTBYIOLIEE ONpeNeIeHHe TIeoe3HuecKoH
KDUBHU3HBL. DTH JHHHH MOXHO, TAKMM 0GPa30M, CUUTATH N PSAM € H I H M H.

38. A. Voss B csoux wMemyapax Ueber Differentialgleichungen der
Mechanik, Math. Ann. 25, 258—286 paccmarpusaer nBuxenue B P.-E. cu-
cTeMe, KOrja JBHXEHHe TOYKM OorpaHuueHo ycioBueM 2 Pdx—0, xoTopoe,
N0 €ro MHEHHIO, HMEET BeJauyaiiliee CXOACTBO C THMHYECKHMMH MDHMEPaMu
CBSI3AHHOrO JBHXEHHS B TEODETHYECKOH MEXaHUKE.

Ecau npexnonoxum pBuKeHHE HNPH OTCYTCTBHU BHEIIHUX CHJ, TO ypa-
BHEHHE JBHXXEHHMS TOYKH, IBHralOUIeACcH C NPOHU3BOJIBHOH HauaNbHOH CKO-
POCTBIO ¢, B CHCTEME HMEET BHI:

% d%y d’z

W:AP’ sz__/uQ, d—tzszR.

Tpaexropua onuceiBaeTcss ¢ MOCTOSHHOI CKOPOCTBIO ¢, HOpMaab P.-E.
CHCTEMBI JIEXUT MOCTOSHHO B MJIOCKOCTH KDHBH3HH TPAaeKTOPHH, KOTOpHE
NPEICTABJAAIOT B TO Xe BpeMA (HOpPMYy HATAHYTOH B CHUCTEMe, COBEPIIEHHO
THOKOH HEpacTKUMOH HHTH. ,OHH, OZXHaKo, He GyAyT Treole3uYeCKHMU
JMHUAMH CHCTEMbl, MO0 3TO IIOJOXEHHE HEe MOXKET OBIThb, OUEBHIHO, JIO-
CTUTHYTO JIEHCTBUTENBHBIM HATSKEHUEM HUTH, Kak Ha noepxaocta“ (1. ¢. 280).
Beipaxenne 1as paguyca KPUBH3HBEL, KOTOPOE Mbl BBIBENH paHbLIE, MPH-
HMMaeT Tenepb, Korga ds — cdf, TakOH BHI:

i CQI/P‘-" T QLR ) c2
R R e 2 iy
s X TEJ/ —J“-EZ /,VP +Q I R

ecad Beaen 3a A. Voss'OM IOJOXKHTD:

4P o 49, | 4R,
pooat Tl at ar
p2+Q2+R2

-

3 aP
B nuneiiHOM koMnaexce 2 x' r e 0, u, cienoBaTensno, 4 = 0, Boobuie

XKE, €CJIH HalpabBJCHHE CKODOCTH COBMNAmAET C Hanpae/I€HUEM ACHMITOTH-
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yeckoit JIMHHH CHCTEMH, Korjaa dxdP -+ dydQ - dzdR o6paiiaercst B HYJIb,
o ofpamaercs B 0o, ¥ Mbl HMEEM TOUKy neperuba Ha TPaeKTODHH.

Jlasee, MOXHO ‘BHIUMC/JMTB H KDPYUeHHE TPAEKTOPHH, OO YHCAMTENb
3TOTO BLIDAXKEHHS

’ 7i 7 o ’ r

'x v og = y o £ gl
|\ x” y' 2’| tenepb =4 P Q R =8 ) R\
e 72| (2PY (2Q) 4Ry P QR
ik
dx &y dz
Gt Ol i
s Bl Ao o Bl
gP . dQ dR
AR

¥ MOTOMY paguyc KpyueHud onpexpensercs Gopmy.oi

dx dy dz

: ; dt  dt  at

R ‘. L : P Q R
2 (P2 (OF 5

T SR e ) P dQ  dR

@ drdt

DTOT ONpeleNnnTeNb, NPUPABHEHHBIA HYMI0, HA€T JHHHH KDHBHUBHEI
(BTOpPOro OmpeJeseHusi) CUCTEMBI.

DTO 3HAYMT, YTO, €CJAH JHUHHUS CUCTEMB €CTh FcOAe3HUe-
Ckass NTUHHSA (B MepPBOM CMBICJI€) U B TO XKE BpeMs JUHHA KpH-
BH3HBl BO BTOPOM CMBIC/IE, TO PaAHyC KPYyu€HH ==co, T. €. 3TO KpPH-
Basg ODAOCKad. :

39. Brtopoe omnpeneneHHE: TeOA€3HUYECKHE JUHHHU —
— KpaTyaHmue JHHHU.

YpaBHeHusi reoJe3uuecKux JMHMH, KaK 3ajady BapHaUHOHHOTO HCYH-
_caenua A. Voss maer noj BHAOM:

42 e / / s
-£::Pé+wﬂ&—m—f®—@ﬂ
dz ! / / 4
d?}: th }—/y —Z,(Qz”Ry)+x'(Py__Qx)]
a2 afl

=Rk K E—=R)+y (@, —R)]

(lo%, £Tp. 282)
He tpyaso BocmpoussecTH 3TOT BHIBOA. Hajo HalTH 3KCTpeMyMm
UHTErpana

6 f 4Pyt +aPr Q-

Hayxosi aanuckn, Bun. 111

- Rz')]ds

10
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DANepOBE YDaBHEHHA OYAYT:

WX P4y Q+2ZR)—NP—i(P) —20x —2ux"=0
AP 4y Q+2R)—¥Q—A(Q)—2uy —2uy" =0
AP 4y Q4+2R)—~VR—AR)—2uw 2z —2uz" =0,

U eme [Ba
INg YU 2

yMHOKAs H4a X', ¥, Z COOTBETCTBEHHO H CyMMHpPYs, monyuum — 2u' =0,
2 16— const.

Mrtak, ypaBHeHHs NPUHAAM BUA 0pU BbiGope 2u =1
a2 iy , ' ’ ey ’
= — 1 P+ily(Q, —P)+2 R.—F)]
d‘! s A ey / r ) 7 ’
==L QR (P =)+ Z R, — Q)]
d2 S el ) 7 ’ - ’ '
G = F R B —R)+¥ (@ —R)

Ecau 5TH 3HaY€HMS BTOPHIX IPOM3BOJHEIX MOACTAaBUM B ypaBHeHHe (40),
TO MBl NOJY4YHM (41eH ¢ A yHHYTOXKAETCA Cpasy, a 4 BHIHOCHM H3 [OJ
3HAKa OMNpeIeUuTeNst):

P Q R ;,
i * v 2 o
Y(Q~P)+2 (R ~P), x(P—Q)+2(R~Q, £, ~R)+y(Q~R)|
S Ay 2 G — 2P+ QR (Q—R) 4y (R, —P) +
+2(P,~QN=Ax 2ty 2 +29G,

[B cumy (1)].
Mel mpuXOAMM, TaKUM 00pasoM, K 3aKJIIOUEHHIO, YTO JBE CHCTEMBI Teo-

Je3MUECKUX KPHUBBIX COBNANAOT TOAbKO npu G =0, 1. e. B cayyae HHTe-
TPUPYEMOCTH (OCTaBJfd€M B CTODOHE MHHUMAJbHbLIE JHHHUH).

B ocranmbHbIX CAy4asdx — 3TO [ABE PasJHUHHIE CHCTEMBHI.

(1) OTo nuHHYM, KOTOPHIX reojesuueckas KpususHa pasna (.

Jro npAMellue JUHHM.

(Il) ompenenser HaMMEHbUIEE PACCTOAHHE — 9TO KpaTuaiillHe JUHUH.

MBI IpUXOIUM K TOMY Pa3iHUEHHIO ABYX 3THX CHCTEM JHHHUMA 1JIs1 HE[OJI0-
HOMHEIX CHCTEM, Ha KoTopoe ykassiBan Hertz B cBoelt Mexanuke (Werke
B. 111, 1894 (c. 100--106) u uTQ ZOBOJBHO CJAOXKHO oGHapyxusaer R. Li-
lienthal B coem memyape Ueber kiirzesten Integralkurven einer Pfaff'schen
Gleichung. M. Ann. 52) 1 00HapyXEHHIO PAa3/IHYUs KQTODHIX i YaCTHOTO
cnyuass Mébius'oo#t Nullsystem penaer H. Liebmann B csoeit crartbe Kiir-
zeste u. geradeste Linien im Mobius’schen Nullsystem. Ib. S. 120—126 (sechb
toM momeuen 1899 r.).

IMpumenanue. Y. R. Lilienthal’s (L. c.) BmMecto P, Q, R crost § 1, §

3 P A
Tak uto -2+ =1 <T. e. f=——— _ y 1. 1 )J/lubman(l.c.
kG s o adiiaadel
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numet: Jedenfalls aus unserer Untersuchung geht hervor dass bei nicht
integrablen Pfaif’'schen Gleichungen sehr viel compliciertere Verhiltnisse
walten, als auf Fldchen und dass es sich wohl der Miihe lohnen wird, in
diesem Sinne weiter zu arbeiten and namentlich weitere einfache Beispiele
zu discutieren.

JlaBaemblif MHOI0 BBIBOJ, MHE KaXETCs, CBOCK MPOCTOTOK 3aC/yXH-
BaeT HEKOTOPOro BHUMAHUA, — B OCOOEHHOCTH OGHADYMKEHHe TOH H APYroii
CHCTEMBbl I€OJE3HYCCKUX JIMHHH, a TaKKe DPACIUEIVICHHe CBOHCTB IKHHH KDH-
BH3HEI H €aMOro INOHATHA MOJHOH H ['ayccoBOH KDPHBU3HHL.

P. S. Korna nepBoHauanbHO NHCanach 3Ta CTaThsl, 1 €Lle HE HMeN
B pykax cratbd Rogers’a Some ,Differential properties of the orthogonal
trajectories of a congruence of curves Procee&ings Irish Academy. Vol.
XXIX. Sect. A. Ne 6%, G. Darboux nocatusn 31Ol paboTe CHENUATBHYIO
cratbio ,Sur différentes propri€tés des trajectoires orthogonales d’une con-
gruence des courbes. Bull. Sc. math. (2)36. 1912 p. 217-232, Bocnpous-
BEICHHYI0O mOoTOM B npumeuyanuu B 20-m usganuu ll-ro toma ero Théorie
des surfaces. Mne KkaeTcs, OJHAKO, YTO HECMOTpPS Ha 3TO, HACTOAI[AS
CTaThsl MMEeT 3HaueHue, O/MKe MOJUeDKHBAsl aHAJOTHIO ¥ PasIHYHE C Te-
opHeil noeepxHocreil. Kpome TOro, MHOIO NMOZYEPKHBAETCS 3HAUEHHE PabOT
A. Voss'a, HeIOCTaTOYHO, MOXKET ObITh, OLEHEHHBIX, H MOJYYEHB HEKOTOPHIE
HOBBbIE pe3yabTaThl. B 3TOM OTHOIIEHMH MO3BOMIO cebe yKasaTb Ha JBe
3aMeTKH B meuarawmomemcd T. I B. 1. ,Coobmenuit Xapbkosckoro Marema-
Tdeckoro Ob6uiectsa“, cep. 4, riIe AaeTcsi HOBOE JOKA3aTENbCTBO TEOPEMbI
l'aycca nesaBucumo ot ¢opmya K. Helimanna, u 06o6uaercss cooTHOLIEHHE
Enneper’a-Beltrami.

B e



RESUME

En reprenant les recherches de A. Voss sur les Punot-Ebenen sys-
ttme (M. Ann. 23) lauteur les envisage comme I'étude de la coincidence
principale d’un connexe de l'espace ayant pour €lément la combinaison
(point, droite) de l'ordre m et de la classe 1. Dans l'article qui suit ce
sont les propriétés des lignes intégrales de I'équation de Pfaff

Pdx -+ Qdy-- Rdz =0 (1)

qui sont envisagées particuliérement. L’auteur montre une analogie étroite
qui existe avec la théorie des lignes tracées sur une surface. Pour plus
d’analogie P'auteur au lieu d’une surface isolée F(x,y, z)=0 prend une fa*
mille F(x, y, )= Const ou bien 0==dF = F_dx-}F,dy-}-Fdz.

Pour le systéme des courbes intégrales du (1) sont établies les courbes
ou lignes asymptotiques et la classification des points de l'espace en
points elliptiques, hyperboliques et paraboliques, courbes minimales (ou
isotropes), directions conjuguées et la projectivité correspondante, dont le
caractére conduit a la classification des points de l'espace, identique
a celle mentionnée plus haut. Ce sont des directions principales (= des
rayons de courbure extremale R, R,) qui sont établies. Notion de cour-
bure totale (——-ﬁ) et moyenne (i-{—é) du systéme, extension du
théoreme d'Euler. Introduction de la notion d’indicatrice,—analogue
de celle de Dupin, ce qui ramene a la classification des points de I'espace.
Les ombilics du systtme. A l'aide des formules de C. Neumann sur Ia
transformation des surfaces et la courbure de Gauss (M. Ann. XI), dont
la démonstration due a M-r Blank est donnée dans une note, 'auteur
établit une nouvelle expression analogue a la courbure totale, mais qui
en est identique seulement dans le cas d’intégrabilité.

Ici se rencontre pour la premitre fois certaine bifurcation des pro-
priétés (Spaltung) qui coincident dans le cas d’intégrabilité. Aussi on peut
déterminer de deux manieres les lignes de courbure de la surface, les
lignes géodésiques. Les deux définitions nous menent dans le cas considéré
aux divers systtmes de courbes qui ne coincident que dans le cas
d’intégrabilité, et entre lesquels se distribuent les propriétés des systémes
de courbes d'une surface correspondantes.




. UERHYIIEHKO

O B3aUMHOH HENPOTHBOPEYHBOCTH FEOMETPH-
yecKUx axkcdom [mabOepra

§1

B § 9 croeii pa6otnl ,Grundlagen der Geometrie“ (¥) 'mapGept cBen
BONPOC O B3aHMHOH HEMPOTHBOPEUYHBOCTH aKCHOM CBOE#H CHCTEME! K BONPOCY
06 OTCYyTCTBHH NMPOTHBOPEUHH B apH(PMETHKE 00J4CTH BCEX BEIIECTBEHHBIX
yucen. [Tpu 3TOM mab6GepT ykaszan COOCTBEHHO TOJABKO ILIaH, HE BXOJS
B MOAPOGHOCTH, M OIPAHHYM/ACS IIOCKOCTHEIMH axcHomMamH. HexoTopere
no6aBouHble yKasaHus MOHO HaHTH y ['uip6epra B §§ 12 n 29. Beapumrein
. B cBoeii kuure ,OcHoBanus reomerpuu“ (**) B § 12 jan nmocrpoeHue IMpo-
CTPAHCTBEHHON [E€OMETPHH B UHCJIGHHOM MHOro00pasvd TPeX H3MEPeHHH,
HO E€ro TOCTPOEHHE HE COBMAaeT € mocTpoenuem [Habbepra.

B Hacrosimell cTaTheé d HMMEI0 B BHAY HAaTh NOLPOOHOE NOCTPOEHHE
NPOCTPAHCTBEHHOI reoMeTpu no miaHy [uabbepra, XOTs, KOHEYHO, HE
MHE CyIHTb, HACKOJBKO 3TO MHE YHaJoCh.

BosemeMm 06sacTh Bcex BemecTBeHHbx uucen L. Hasosem Toukoi
TPOMKY uHcen (X,y,z) obmacty . [lycts uyeTBepka NpPOMOPUHOHANBHBIX
ypcesa (u:v:w:r) TOA xe 06/aCTH NPH YCAOBHH, UTO 4, U, W O LHO-
BPeMEHHO HE HYJAH, NPEeICTaBIseT IMOCKOCTh. [lycTh TOuKa (X, ¥, 2)
JeXHT B IVIOCKOCTH (&:7 170 : ), CJH yIOBIETBOPSETCS YCAOBHE UX - VY
+wz-4-r=0.

HasoseM NpsiMOI0 COBOKYMHOCTb BCEX TOYEK, JeXallUX B JABYX MJOC-
koctax (A:B:C:D) u (A:B':C':D'), npu yci10BHH, YTO HE CYyIIRCTBYIOT
oxHospemenno pasenctBa A:A'=B:B'=C:('. CnenopaTeqbHO TOYKa
(x, y, 2) nexur Ha npamoit (A:B:C:D, A B':C':D’), ecid 0JIHOBPEMEHHO
BHITONHSIOTCA yenoBus: Ax--By-+Cz--D=0 u A'x-|-By-+|Cz2--D'=0.

OGosnauum Ax-+By-} Cz-}D uepes f(x,y,2) u Ax+By-|Cz|D'
yepes g(x, ¥, 2). Ecau f(x, ¥,2)=0 (1) u g(x, ¥,2) =0 (2), 10 9(x, y,2) =

(*) 1. Tuapbepr. OcHoBaHHs TeoMeTpHH. [lepeBond ¢ 5 HEMEUKOro HsjgaHua. Kunrousua-
1eabcTBO ,Cestens®. Ilerporpan, 1923.
(*¥) Beabwrein. OcuoBanns reomerpun. Msp. Maresuc, 2-e. Oumecca, 1913.
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=Rf(x, ¥, 2)4-lg(x,y,2) =0 (3), T. e. Touka, Jexaniasi B (1) u (2) nmoc-
KOCTSX, JIEXHT TaKke M B (3), rae £ u / npousBonbHbIe yHcIa 06aacTH Q.
CrenoBaTenbuo, yepes naHHYI0 NPAMYI0 NPOXOJHT GECUHCAEHHOE MHOMKE-
CTBO IJIOCKOCTEH.

Bosbmem npyrue k; u [, tak uto kl,— k=0, cocTaBHM
Y (/\f, I Z) == klf("\:; Y, Z) 7}'7 llg(x: Y, :)

H TOKaXeM, YTO npsiMas (f, £) TOXKJECTBEHHA C MPAMOA (¢, ).

He#ctButenso us kf-{-lg=0 u k,f--1,6=0 caexyer, uT0 OjHO-
BpeMerHO f(x,¥,2) =0 u g(x, y,2)=0, Tak xax ki, —k/[=+0.

Takum 06pasoM, npAMas ONPENESETCS HABYMS JIOOBIMH IPOXO LS LIHMHY
uepe3 Hee NIOCKOCTAMU. Bribupas Hagexamum o6pa3oM MHOXHUTENeH & 1 [,
MOXXHO 3aMeHHTb miockoctu (A:B:C:D) u (A':B':C':D') nw6oi napoit
u3 Tpex (a:5:0:d), (a’:0:c':d') u (0:6":¢”:d"), npuuem u3 Tpex nap
a:b, a':¢ u b":¢", Kak 7nerko BUIETb, HU OJHA HE MOXKET o6pa-
THTbCA B mapy Hynei. [losTomy, He Hapymas OGIIHOCTH, MOXHO MNpEZ-
CTaB/MATh MNPSAMYIO JBYMfl H3 TPEX YETBEPOK MNPOMOPLHOHANBHBIX YHCE
(o Ond, w0 ve% dn i R g,

Tenepe mokaxem, KaK B MOCTPOGHHOH CHCTEMe Bellefl: TOUEK, MPSIMBIX
H MJIOCKOCTEH BHLIMONHAOTCH aKCHOMB ['HiabGepTa.

§ 2

Axcuona I'. ,JlBe pasnuunbie Touku A u B Bcera OnpepensioT NPAMy0 “.
[ycte A —(x,, ¥y, 21), B— (X5, ¥s, 25). Jlns onpeenenus npaMoit Hmeem:
ax,+cz,+d=0 ©
a' Xt c'zaf£d =0 ¢

axy by 4 d =0

axy—-by, +d =0 .

M3 (1) u (2) mb Bcerna onpenennm (a:b:d) u (a’:c’:d’), kpome ToOro
cryyas, KOrjZd OJHOBPEMEHHO X=X, H ¥, =V, HIH X=X, U 2,=2,.
B nocaennem ciyuae smecto (1) uiu (2) MB MOJYYHM TPETBIO CHCTEMY:

By 42y d =0 )
Byt ¢z &' =0,

H3 KOTOpo#t onpexenum (0”:c”:d”). CnenosarensHo, I! ynosnersopaercs.
Axcuoma I ,Jlio6ble 1B DPasAHYHBIE TOYKH NPAMOA ONpELeNAOT
ATy NpAMYI0“.
Flycrs ToukH “(x), V5. 23), (X Yoy 25) B (X, V5, 23) 7€KaT HA' ppamofl
[(@:6:0:d, a’:0:c":d’, 0:5":¢":d”)]. Vimeem 10 ycaoBHuIo:

ity bd=0 | dnoantd=0 By bzt d =0
ax,+by,+d=0 (4y a'x4-c'2,4d =0 (5) 0'¥vo+c'z,+d"=0(6)
axg—+by;+d=0 a'xs+c'z3-+d =0 bys+c"2,-1-d"=0

Jna Toro, urtobu mpsAmas ompenensyach JIOGHMH IByMS M3 Tpex TO-

_ueK, HeoOXO0nHMO, YTOGH OTHOWECHUA a:b:d, a':¢':d u b :c": d’, onpe-
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NeNeHHble M3 JI060# mapu ypasuenuit (4), (5) u (6), ynosieTBOpsnu
TPETbeMY, a 3TO TpeGyeT BO BCEX TPeX CJAyyasix OJHOBPEMEHHOro pa-
BEHCTBA HYJIO ONpeJeauTesneH

i | X4 2 1 " B 1 4
X2 Yo 1, % 2 1) w e E
Xy Vs 1 ] Xg % 1 ‘ | Vs <3 1

CaegoBaTenbHO, /2 yIOBACTBOPAETCH.

Axcuoma [%#. ,Ha mnpsimoit Bcerma cymecTBylOT 110 MeHbUIEH Mepe
JB€ TOUKH.

AxcuoMa yIOBJETBOPSIETCS; TaK KaK, BbIOpPaB NPOH3BOJBHO X, MHI
BCerja HafiieM y H 2z No ypaBHeHHsM ax—|by--d=0 u a'x--¢'z--d =0.

Axcuoma I*°. ,B Kaxjo# NJIOCKOCTH CYIIECTBYIOT BCErJia MC MeHbIleH
Mepe TPH TOYKH, He JeXallHe Ha OJHOH MpSIMOH“.

Ecau touka (X, y, 2) JM€XKHT B IVIOCKOCTH (#:7:w:r), TO YIOBJIETBO-
psieTcsi ypaBHEHHE

ux--vy -+ wz-} r=0. @)

B3siB npousBobHO X, y;, M3 ypasueuus (7) onpeneaseM z,. Tax xe
HalileM X, V,, 2, Hafimemnele Touku onperensior npamyio (@:6:0:d
a':0:c¢':d, 0:0":¢":d"). Baa Tenepb MPOHU3BONBLHO X3 BHIOUDAEM Y5 TAK
uyro6bl HE OBl paBeH HY/II0 ONPENENHTEeNb

E 14
Xy Yo 1 ‘ :
Xy ¥y 1 )

¥ 3aTeM M3 ypaBHeHHMA (7) HAXOIUM H 2.

Axcuoma 1*. ,Tpu He nexaiide Ha ONHOH M TOH )K€ MNPAMOH TOYKH
A, B, C Bcerja onpegensiioT IVIOCKOCTh a“.

[lycTh maHbl TPH TOUKH (Xy, ¥), 21); (Ko Yo, 20) M (X3, V3 Z5). Tax kak
OHH MO YCJAOBHMIO HE JeKaT Ha OIHOH NpAMOW, TO MO KpaiHeH Mepe ONHH
U3 onpejeauTeneH

T e
X Yy 1 }: \

,_d
P
N Wy
{5
it
i
=
4
e

[\

ek ot
E‘(.:
(8
N
o
) e

X
5 | s
St Sl o

a

L
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He paBeH HYJIO.
(O6o03Hayasi MAOCKOCTb @ yepe3 (4:v:w:r), HMEEM

ux,~+ vy, +wz, +r=0

Xy~ VY W2y =0
X —=0Y5 W2y + =0,
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i

SRS —
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OTKYy 11a:
I M e [ X Y1 2

1
1y i ST S, o
1

Aevowor=— 13" 2011 0 & .
i
| Xy Y5 1| |X3 Y5 2

Zy
Vs 25 1] | x5 2z
T. €. INMIOCKOCTb MOXKET OBITh HafilieHa, CAeNORAaTENbHO, [* ymoBaeTBOpsercs.

Axcuoma 5. ,Jlrobble TpH TOYKH NJIOCKOCTH, HE JEXKAIHe Ha OJHOU
NPAMOH, ONPENENAIOT 3Ty IIOCKOCTB .

[TycTb nMeeM NAOCKOCTE a(#:v:w:F¥) U TOUKH A(Xy, V1, 21), B(Xg Vs 25),
C(xs, v3, 25) ¥ D(xy, y,, 2,), nexamue Ha He#t. CnenoBaTeNbHO YAOBJIETBO-
pSIOTCS yPaBHEHHUS:

nx, + vy, +wz, +r=0

ux,—+ vy, -+ wzy+r=~0
uxs—+ vys—+wzs—+4-r=0

®)

wx,~+ vy, +wz, --r=0.

Kakue-nu60 Tpu H3 3THX ypaBHeHHH onpemensT (u:v:w:r). Has
TOro, 4ToOBl HAaHJEHHas TakUM O0O6Pa3OM UYETBEPKa NPONOPHHOHAIbHBIX
YHCes YIOBJETBOpSA/JAa M UETBEPTOMY YPaBHEHHIO, T. €. IJIT COBMECTHOCTH
CHCTeMbl YPaBHEHHH, HEOOXOIUMO BO BCEX CAY4YassX PaBEHCTBO HYJ/IIO OJHOTO
H TOr0 Xe ONPEeIETHTENS

X oy oz 1
| X ¥y 2 1
! Xy Yy 23 1 (
| Xy Yo o2 1]

caen., I ynopnerBopsiercs.

Arcuoma 5. ,Ecnu nse Touku A, B npaMOA a nexaT B MJIOCKOCTH @,
TO H BCAKAas TOUKA NPSAMON @ JIEXHUT B IJIOCKOCTH a“.

[Tycte npsimass AB(a:6:0:d, a':0:¢':d', 0:6":¢":d") umeer ¢ mioc-
KOCTbIO a(#:v:w:r) ABe obmHe TOukH A(X, Vi, 2;) U B(x,, Vs, 25), TOUKa
C(xs, V5, 25) MexuT Ha npamoit AB, u Tpebyerca noka3aTh, uTo C JEXKHT
B IIJIOCKOCTH C.

Hano:

) ax, 4oy, +wz,+r=0 4) ux,-toy, |+ wzy+-r=0
2) ax,} by, +d=0 5) ax, | by, d=0
3) a'x,+cz-+d=0 6) dxy-fcz4-d=0
7) axs+by;+d=0
8) a'x;+cz,-+d =0
1 TpebyeTca IOKasaTh, YTO

9) uxy+ vyt wz4-r=0.
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Pewas cuctemy 1), 2) u 3) OTHOCHT@ABHO X, ¥, Z;, HalijleMm

gl taty w Pa* ' ] o 9w
A td U e yl:\a d OI: a4
7 S ¢ I S D o g =g e La. e
! sy r‘ g o
N e e R b0 .
!a' B a5 et 0 c'!

Tak KaK AAS Xo, Yo, 2, Haiizem u3 (4), (5) u (6) Te xe 3HAYEHHS, TO
BCJAEJICTBHE pasauuus Touek A um B BCE ONPENENHTENH LOJKHBI OBITh
pasubl Hymo. Ho npu sTom ycioBUH

ux; - vy, —+ wzg+-r=0.

B camoM fene, ecad IOMYCTHM, UTO Ux;—| Uy wz; | r=~Rk (k= 0)
To, 0603Hauas r—k uepes 7', MOAYUHM UXy—| 0yy-|-wzy—1r'=0. Omnpe-
IENsAs Xy, Vs, 25 U3 NOCAEHHEr0 PaBEHCTBA BMECTE C (7) u (8), natinem
- o oW (e ¢ W
SIETRRI T RISy
L 0 U et Bl W=
Tak Kak 3HaMeHaTelb MO MpeAbIAyLIeMy PaBeH HYJI0, TO U YHCIHTE]b
paBeH HyJI0, H H3 CPaBHEHHsd C NPEABIAYIIMM HMEEM ¥ =pr, 1. 85 k=l),
4TO M T. I.
Axcuona I'. ,Ecnu gBe NIOCKOCTH a WU S HMEOT OOUyl TOYKY A, TO
OHH MMEIOT MO0 MEHbLIIEH Mepe ere OofHy Touky B
INyctb maockoctd P(u:v:w:r) u Q(u':v': @ :r') HMEIOT 061IYI0 TOUKY
A(x,, v, 2,). CielroBaTenpHo He CYyMECTBYIOT OJHOBPEMEHHO PpaBEHCTBA
4 u'—v:v —w:w, TaK KaK B NPOTHUBHOM C/Iyuae CUCTEMa ypaBHEHHH

ux oy +wz +r=0
Wx-+vy-+wz--r=0
He uMesa Obl KOHCYHBIX PEIIeHHH.
Tycth, Hanpumep, uv' —vu' 4= 0. Onpexensas X H ¥ 4epes z, HaAzeM

i (v —dw)z+ v’ —U'r _ (Ww—nw)zt-ur—ur
52 uv' — u'v s uv' —u'v

JlaBluM 2 3HAUYEHHE Z,, OTJIHYHOE OT 2Z;, HAUAEM X, U Yy, YTO H T. L.

Arcuoma 5. ,CylecTByIOT MO MeHbUICH Mepe 4 TOYKH, HE Jexaumue
B OJHOH NJIOCKOCTH®.

B3siB MPOM3BOJLHO TPH TOUKH (X, Yy, 21), (X, Vo, Zs) H (Xg, Vg, &3)y MBI
onpenesuM MNPOXONSUIY0 UYepe3 HHX IIOCKOCTh a(u:v:w:r). Bri6pas
Tenepb X, W y,, OTAMYHBIE OT MEPBHIX TPex Map, ONpeAe/uM 2, TaK, 4TOG6H
ux,+ vy, wz,-+-r==k, rae k+ 0. ItuM onpexeneHa 4ETBEPTAA TOUKA,
HE Jexamas B MJIOCKOCTH @, UTO H T. L.
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§ 3

[Tepexons Kk akcHOMam MOpAJKA, 3dMETHM, HTO uMcaa o6aactu O MOTyT
ObLITh PACIIONOKEHB B MOPANKE CBOCH BeaMuHHBL. [lycTh TCHEDE (X, Vi, 21)
(X9, Yo» 25) H (X5 Y5, 23) TOukm mpsamoit (A:B:C:D, A':B':C':D). Mu
CKaXEM, UTO TOUKA (X, Vo, &») JMCKHT MEXIy MABYMA JPYTHMH, €CIH
YAOBNETBOPEHO XOTs Obl OIHO W3 IIECTH JIBONHBIX HEPABEHCTS (*)

Xy 5 Ko i Hey M} i, > Ky (1)
W<Vo<Vs V1>V (2)
P oS Bayn By s 2y 3)

B cayuae, ecan BhmosHEHO OJHO M3 ABYX ABOMHBIX Hepasescts (1),
JIETKO MOKa3aTk, YTO HJH Y, == Yy = Yy, HIH BHIOJHSETCS OIHO U3 JIBOMAHBIX
HEPABEHCTB (2), ¥ TAKXKE, YTO HIH Z,=Z,=Z;, WIH BHINOJHIETCS OLHO
M3 HepaBeHCTB (3). B camom mesne, u3 ypasHeHuil

Ax;—- By;+ Cz; -+ D =0
A By L0z —0 (1=1203

HCK/II0Yas 2; 06pasyeM CHCTEMY yDaBHEHHH BHla
ot et d = 05 —=1,2, 3. 4)

Ilpu stom koapduuuent b HapepHo He 0, TaK KAK B NPOTHBHOM cayuyae
OEONOH X~ %, —%
[ycre Takxe a 0. U3 x, = x, = x, saxaiouaem

aX| = QXy = A X3,
H II03TOMY Ha OCHOBaHMM (4)
oy, +d=by,+ d=by,-|-d.
Crenopatensto by, == by, = by,, u Taxk xak b =+ 0, To
N=I2 =Y

MPUYEM B HEPABEHCTBaX BCeria Halao 6paTh WM CIUIOWb BEpXHHE 3HAKH
Ui BikeHe. Ecau xe B (4) a =0, TO 0u4€BHIHO ¥, — ¥, = y,. Tak ke foka
3BIBAETCH, UTO MOCJAENOBATEAbHOCTL MO BEJHYMHE HKCOB BJeYeT 3a coboM
PaBEHCTBO MM COOTBETCTBYIOILYIO IIOC/IENOBAaTENbHOCTh 3eTOB. Boobuie,
NOCJEN0BATEABHOCTD MO BENHYHHE OJLHOH M3 KOOPIMHAT TPEX TOUEK MPSMOH
BJIEUET 3a COGOH COOTBETCTBYIONIYIO IOC/AEXOBATENBHOCTD APYrHX KOOpIH-
HAT WM HX DaBeHCTBO.

M3 npuBeeHHBIX pacCyX/IeHHH HENOCPeICTBEHHO BHITEKAET crnpaBef-
JMBOCTh B Hallleit TeoMeTpuu akcuomsl II'. :

Axcuoma II'. ,Ecnu A, B, C— TOukH OmHOH npsMod, U B Jexur
mMexny A u C, 1o B nexur takxke mexny C u A“.

(*) Cm. I'mnebepr. OcHoBanus reomerpuu § 29.
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Axcuoma IP. ,Ecnu A u C Toukd OXHOH NPSMOH, TO aﬁcymecmyeT
no MeHbIIel Mepe OJHA TOuka B, sexamas Mexuy A u Cu b) no Meso-
well mMepe oxna Touka D Takas, uto C mexur mexay A u D

Ecan (%, ¥y, 2,) ¥ (Xo, Vo, 25) —TouKH A u C NpsMOH, TO 5TH TPOHKH
pas3nuyarTcd No KpaliHe#d Mepe ONHHM HMC/IOM, HaNPHMED, X, < X B TaKOM
cayyae Mbl BCETJld MOXKEM HaHTH JBA YHCJA X3 U X TAK, 4TO X; < Ky < oy <L Koy
a 3aT€M ¥ COOTBETCTByIOUIHE Yy M 2, kaK B I' u [*%, ciemoBaTelbHO aKCHOMA
yJIOBIETBOPALTCS.

Axcuona II5. ,W3 Tpex TOouek npaMOi BCeria OIHA M TOJBKO OIHA
JEKUT MEXKIY IByMsl INPYTHMH®.

B Tpex pasnHuHBIX TPOHKax umcena (X, Vi, Zp); (%5 Yoi Ea)tiklmO N, 25)
pasAMUHbl 3HAYEHHS MO KpaliHedl Mepe OJHOH M3 KOODIUHAT. [Tycth pas-
JMYHBl, HANPUMEp, HMKCH, M MyCTb CYIIeCTBYyeT JBOHHOE HEPABEHCTBO
X, << Xy < Xg; TOTNA HEBOSMOXKHB JBOHHBIC HEDABEHCTBA X, =X, =X; H
X, = X3 = X,. Caen. II® ynosaerBopena.

S 4

Axcuoma II*. ,Tlycte A, B, C—Tpu He JNexallde Ha OXHOH MPAMOH
oukd ¥ @ npsaMas B maockoctH ABC, He MpoXojsiias HA 4epes OHy 13
Touek A, B, C; ec/i IpH 3TOM MpsiMasi @ MPOXOJHUT Yepe3 TOuKy oTpeska AB,
TO OHA HENPEMEHHO TMPOXOAWT MK uepes Touky orpeska AC mim depes
TOuKy oTpe3ka BC*.

B § 29, cTpos NpPOCTPAHCTBEHHYIO T€OMETPHIO C ITOMOLUIBIO Jlesaprosoi
YHCMOBOH cHCTeMbl, [HIbGEPT YKA3EIBAET, KaK ONpaBILBaeTcs He akcnoma II4,
a TeopeMa 6, KOTOpasi B €ro JUTOrpa)MpPOBaHHBIX JIEKIHMAX H 6bl1a NpH-
usTa 3a akchomy BmecTo II4, u u3 xortopoi II* nerxo smBoguTCs. Pyko-
BOJCTBYACH yKkasauueM § 29 u mpuMepoM s IVIOCKOH reéOMeTpHH, AaHHBHIM
B IUTOrPa(GHPOBAHHLIX JNEKIUAX, Mbl i JIOKaXKeM ClPaBeVTUBOCTD TEOPEMBI 6,
KOTOPast YHTAeTcd TaK:

,Kaxnas npamas a, nexamias B NJIOCKOCTH @, Pa3ienseT HE JeKallue
Ha Hell TOYKH 3TOM MIOCKOCTH Ha JABE 00JACTH, HMEIOIIHE CeNyIolEee CBOM-
CTBO: Kaxnas Touka A 0JIHOH 061aCTH ONPELENsieT BMECTe C KaXI0H Toukol B
Apyroit o6aacTi oTpesok AB, BHyTPH KOTOPOro JIeKHT OHA TOUKA npsMof a,
HanpoTHB nBe ao6se Toukn A u A’ OXHOM M TOH XKe 06/1aCTH ONpPENLNTIOT
orpesok AA’, BHyTPH KOTODOTO HE JICXKHT HH OJNHOH TOUKH npsMo# a‘.

[TycTp naHa mMJIOCKOCTb a(u:v:w:r) ¥ B Hed mnpamas a(U:v:w:7r,
7w r'). MB CKaxeM, 4TO Te TOUKH (X, ¥, Z) MIOCKOCTH @, IJsi KOTO-
pux u'x-+v'y-+w'z |- <0, mexar no OnHy CTOpOHY npsaMo#t @, a and
xotophx #x-+ oy wz--r'>0, no apyrywo. [lyete A(x, ¥y, 2) H
B(Xs, Y5, Z5) LBE TOUKM MNJIOCKOCTH @, JEXallM€ MO pasHbHEC CTOPOHH 4,
TaK 4TO

w'x vy + w2+ r=0 (1)

WXy vy + w2, ' =0, 2
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Jokaxem, uTo npamaa AB nepecexkaerca ¢ npaMoi a. O6osuauum
npsimyio AB uepes
vl F, o ra s, 3)

Hns  oreickanus o6melt Toukn npamMeix AB H a HYXHO pPeIIHTh
CHCTEMY YpaBHEHHUH ‘
ux + oy + wz -+ r =0
Ux-t+ovy+wz-t-r = )]
wx—v'y4wz-+r =0,

[Tokaxem, 4TO OMpPeNeTHTeNb 3TOH cucTeMbl [ He papeH HYJIO.

! !

u
D=|u
ll”

= t(wv' —vw")-|-v (uw’-—wu’)--w' (vu'—uv”). (5)

& a4 .
g8 8 8

1" U l
|

[pamas AB(u":v":w":r", w:v:w:r), KaK H3BECTHO, MOXET GhITh
NpeacTaBaeHa B BHIE:

[(zw" —wu") : (vw" — wv"):0: (r” — wr”),

uv” —ou"):0: (wv” — vw”): (rv’ — or')). ©
Tak xak TourM (Xy, ¥y, 2)) U (X5, Vs, 25) nexar Ha AB, To
(0" — wu") %, 4 (v0” — @)y, 4 (rw’ — wr") =0 | )
(uw” —wu'")x, 4 (v’ — @w'v)y, - (re’'— wr”) =0 |
(20" —2u") 2, 4 (@0 —00")2, -+ (0" — o) =0 | |
" 4 r 4 [ 7 /" (8)
(0" — vu") Xy |- (W0 — W )2y |- (rv"— vr") =0 |
Hs (7) n (8) umeem
v —ow’  ww'—wi  vw’ —uy e @
X — X Srs Vs B1— %

[oxcrapass snauenna umcnurencit us (9) B pasnoXeHHe onpesen-
Teqq (5), noayuum

D = k[w (x,— x5) - V' (9, — ¥,) + @' (2, — 2,)] =
=k[Wx vyt Wz +-r— (U'x,+ 0"y, w2z, 4 1)) £ 0,

TaK KaK pasHOCTb, CTOSIIAS B KBaAPATHHIX CKOOKax, Beaenctsue (1) u (2)
HE paBHa HYJIO.

Tak xax D 40, To cymecTByeT Touka nepeceuenns npaMexX a u AB,
KOTOpyIo 0603HauuM C(xs, Vs, Za).

Ocraetcs nokasaTe, uto C nexut mexay A u B.

[IpsiMas a momo6uo AB moxeT GbITh NPEACTABICHA B BUIE:

[(uw’—wu’):(vw’—wv’):O:(rw'—wr’), (uv'— o ).0:(wv' —vw'):(rv'—or’)]  (10)




O B3aMMHOM HENPOTHBOPEYHBOCTH TEOMETPHUECKHX AKCHOM [uasGepta 157
[pu stom u3 (1) u (2) crepyer:
; :
(nw' — wi') x, + (v — wov') y, | rw’ —wr' =0 (11)

(uw’ —wa') Xy -1 (VW' ~ wv') ys —+rw’ — wr’ =0, (12)

IZle BEPXHME 3HAKH COOTBETCTBYIOT BepxHHM e (1) H (2) ¥ HUXKHEE HHKHUM.

Tenepb, NMpHHHMAast BO BHHMAaHHE, YTO M3 TOUEK A, B u C toaeko C
NEXUT Ha NpPAMON @, HO BCE TPH Jexar Ha AB, moayuum [(uw’) B nanb-
HejimeM o6o03Hauaer uw' — wu'],

(uw) x, + (vo) y, + (' ) =0 —= (aw') x,+ (vw') ys -+ (rw') =

— 0= (uw) %y - (@) 3o+ (1), (12)

(uw") x, -+ (v@") y, + (") =0 = (uw”) X3+ (vw"”) ys 1 (rw") =

— 0 = () Xy - (uw") y, + rw"). (14)

Ymuoxas (13) u (14) coOTBETCTBEHHO HA (vw") u (vw') U BHUHTad,
NOJYy4YHM:

() (vw') — (") (vw)] <, | [(rw) (ve) — (') ()] =
= [(uw) (v') — (un) (2] X, -+ (@) (ve/) — (rw’) (v)] =
= [(uw) (va) — (uw) ()] %y} [(r') @) — (rw") (W),

OTKY 12

X =Xy = Xy,

Taxk Kak CyHECTBYET (Xg, V3. Z3,) TOYKA Mepeceyenusi NpsMHX 4 u AB,
To 13 cpenuux yactei (13) u (14) sakmoyaem, 4T0 (uw')(vw") — (uw")(vw’) F 0,
U C/IeIOBATE]bHO COKPAIEHHE NBOAHOINO HEPABEHCTBA HA 3TOrO MHOXHTE/IA
BO3MOxkHO. Takum 006pasoM HOKa3aHo, yTo Touka C JICHHT MEXLY Au B

Touno TaK e MOMKHO AOKa3aTb M BTOPYIO 4acTb Teopembl 6.

[yctb tenepb (Xy, ¥y, 2;) Touka A H (Xo ¥y, 2,) Touka A’, mnpu uem

wWx, vyt wa+r=0 u Wx+vy, L w'z,~+r=0. -

W3 paccymaeHHd, CXOAHBIX C MpPeblAyLIIHMH, oOHapyXHBaeTCs, 4TO
onpejenauTend [) He NOIKEH OLITH HENPEMEHHO paBeH HYJIO, Ecau D mno
NpexHeMy He PaBeH HyJI0, TO, NOBTOPAd npeablAyliue PacCyXkAEHHs, MBI
HalgeMm, 4To

)ngz)cl 15§ _xsz.x.g,

7. e. Touxa C(Xy Vs, 25) NEKHT BHe oTpeska AA’, 4To M T. I
Mycts B=10,1 ¢ '

lu v w
' w0
l ll” 'U” ’ZG)H
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YMHOMAs nepBblit crOAGEN HA X; U NpHKJAaIblBast K HEMY BTOpPOH,
YMHOXECHHHH Ha ¥,, U TPETUH, yMHOXeHHHII Ha 2, [0Jy4HM
lux, 4oy, 4wz, v w|
‘I g% .—]—fu’yl—}—w’zl 7w
| 2% v o'z, v w |
Tax xax Touka (x,, y;, z,) eXKHT Ha npsiMmod (u:v:w:r, u”:v":w” .
TO MEPBLIH H TPETHH 3/1€MEHTHl MEPBOro CTONGHNA MOTYT GHiTh 3aMeHeHH
COOTBETCTBEHHO -—7 u — r'. YUro Kacaercst Broporo sneMeHTa, TO o ycao-

BHIO ux14 zfyl }—wzl -7 =0. B Takom ciyyae MOXHO MONOXHTH, YTO
Wx, -0y, +wz +r =~k roek+0, cren. u'x, Y, iy — e r L E,
[Toatomy
el o (Bl
- Dlm’—r’#k ol == (15)
[ et

Touno rax ke noayuum:

5 u = w } Bl s ‘
Dy=|u' —r-+4k w|=0 (16) u Dy=|u o —r4k|=0. (17)
; u// 777”// w” 9 ! ll” ,.U'/ o0 r'/

Pewas cucremy (4), Mbl moayuum nas o6medl Touku npamoix a u AA'
C/IeNYIOIIHE BBIDAKEHHS:

Lae
s N i r.
4 D lomert vl @ oL CA8), -t D, =it 1 | (19)
! L ’..// v// ‘ZUI/ ! u// 8 ’,// w// E
e v —r |
: 1 1 e ¢
R B R (20)
® u// U” = rl/

M3 tpex onpepennrenci D,, D, u D, no «xpaiinei Mepe aBa He
paBHHI HyJI0. B camom AeTie, ECH JIOMYCTHM, YTO, HATIPHMED D 7 D =0,
T0, packnageiBas D, u D O 3JEMEHTaM MEePBOro CTOAGNA, MOJYUHM:

— (W —wv") | (—F k) (wo' — vw”)— 1" (vw' —wv')=0
2 @D
—r (' — @) —r (wv’ — vw’) —r (v — WYy —

OXHOBpPEMEeHHOE CyLIeCTBOBAaHHE PABEHCTB (21) BO3MOXHO TONBKO NpH
ABYX yCMOBHSX: WIM 1) k=0 uau 2) wv’ —ovw’ =0 u CyMMa IepBOro
H TPETbEro wieHa pasHa Hymo. Ho mo yenosuwo £ =+ 0, C/IeIOBaTEe/NbLHO,

wv”" —ovw" =0. ' (22)
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Cpasuusass D, u D,, Tak xe HaidneMm
uw” — wu” =0. (23)

WUs (22) u (23) noayumm u:u’—v:0"=w:@’, HYTO MPOTHBOPEUHT
onpeneaeHuio npsamoii. CreoBaTenbHO, U3 onpegxe.nmeneu Dl, D H D 1Ba
no KpaiiHeil Mepe He DaBHBl HYJIO, 2 B TaKOM cayyae CHCTEMd (4) JIaeT
Gecxoneunsle peurerus. CaenoBarenbHo, AA' coBceM He IMEpECEKACTCs €
npaAMo#l a, yueM Teopema 6 NOKazaHa BMOJIHE.

8 b

OcraeTcs MOKA3aTh, KaKk akcHoMma II* BbiBoxuTCs M3 Teopemsl 6. B muto-
rpadupoBaHHbIX JeKuuAx [uapbepT aeT CJeRyIolee J0KA3aTENBCTBO.

Hoxasameascmso. [lo npexnonoxenno A u B jexar no pasHee CTo-
poHbl mpamoii a. Jomycrum, uto AC He nepeceder @, TOr/a A u C nexar
0. OJIHY CTOPOHY 4, Tak u4To B u C /exaT MO PpasHble CTOPOHEL g
BC mnepeceuer a. Ectu monycrum nanee, uro orpeskn AC u BC o6a ne-
pecedeHbl npAMoi @, T0 A M A JoxHBL OBUIM OB JIEXKATH IO OJHY CTO-
POHY @, 4TO HEBO3MOXHO, TaK KaK IO YCIOBHIO AB nepeceued NpsMOH a.
Takxe HeBO3MOXHO mnpeanosnoxenue, uyro HH AC, Hd BC He NEpeceyeHbl

npsMoH a.
MoxHo, BHOpOYEM, H HENOCPEACTBEHHO I[I0Ka3aThb, YTO aKCHOMA 1=
yIAOBJETBOPSAETCH.

Mycts A (X, Yi 20 B (X, Yoy Z) U C(Xy, V3 2Z3) TPH TOUKH, HE Je-
JKallyge Ha OJHOW NpAMOH, a(#:v:w:r) NPOXOoAAUiad Yepes HUX MJIO0CKOCTh,
KL (w:v:w:r, u':u @ :r') npamMasa B MJIOCKOCTH @&, HE NPOXOAsALlas HH
yepe3 oany u3 Touek A, B, Cu nepecexawomas AB (u:v:w:r, 4" 1w :r’)
B Touke K (& n, §) mexny 4 u B, 1. e.

ux; oy, Lwz, -} r="0 X, o wz tr=10
uxy 0y, w2y +r =0 u'x,+v'y,+we,+r =0
1 + vy + w2y +-r—="0 () WXy VYy +’wrqur'<O @
28 Slon | Tomie b VESpEl A Re e
X =g
NW=N=Ys, : (3)
z2=0=2 ’

npu 4eM B (3) AOCTATOYHO MPEIMOJNONKHUTE CYLIECTBOBAHHE OIHOIO KaKOro
Au60 ¥u3 JABOMHLIX HEPaBEHCTB: MBI OyzeM mnpegnosaaraTh nepsoe. UYrto
xacaercd HepaBeHCTB (2), TO MOXHO JOKa3aTh, UYTO 3HAKH MCPBOr0 H
BTOPOr0 M3 HHX ZO/UKHEI OBITH NPOTHBOMOJONKHBI, KaK H IOCTAaBJEHO.

B camom mene npamas KL moxeT ObITh NMpeACTaBleHa B BHIE.

[(ww') : (vw'): 0: (rw’), (uv’):0: (wv’):(rv), 0:(va'): (w'): (ru')]

b

J
4

e i g

P
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H npaMas AB B Buue
[(@w"): (vw"):0: (rw"), (uv"):0:(wv"): (rv"), 0: (vu"): (wu’): (ru”)],

rae (pw)=uw —wu' u T. 1.
YMHOKAs BCE YaCTH JBOAHOTO HEPABEHCTBA X, ==& = x, Ha (nw’) (vw”) —
— (uw”) (vw') u npubasasa no (rw') (vw”)— (rw’) (vw'), MOJNYyYUM

[(2w’) (vw”) — (uw") (v@’)] x, - (r@') (V@) — (rw") (V') =
= [(aw") (vw”) — (uw”) (vw)]§ -+ (rw") (vw”) — (rw") (v = 4)
= [(0w') (vo") — (uw”) (v@")] xy+ (rw') (vw”) — (rw”) (vw").

ITo yenosuro KL u AB nepecexaiorcs B Touke K, T. e,

(@) §- (vw') 5+ (rw') =0
(uw’) §+ (vw")y n -+ (rw”’) =0,

C/IEIOBATEJBHO, MHOXUTENb NpPH x, B (4) He paBeH HYJIIO.
Tak xax Touku A, K, B nexar va AB, To umeem

(aw") X, (v@’) y, + (rw") = (aw”) §+ (vw") n -+ (rw”) —
= (") Xy -} (V") Yo+ (rw”y = 0. (6)

Ymroxas (6) Ha (vw') u npuGasass x (4), noayuum

(') () 3, | (o) (W) y, - (r') (v) =
= (aw') (V") § - (vw') (") - (r') (') == @)
= (uw') (v@") X, + (V@) (V") y, + (rw’) (vw”). :

(vw”) £ 0, Tak KaK B MPOTHBHOM ciydae B (7) GLLTM OBl 3HAKH DABEHCTBA,
H U8 00PATHO, MEI ONYYH/IH OBl X, == §— x,, 4TO NIPOTHBOPEUUT YCIOBHIO.
Coxpamas (7) Ha (vw”), noAy4HM

') x, |- (0w yy -+ (r) = (e (0w') 4 (') =
= (4w') X~ (vw') y, - (rew’). (5}

YMHOMasi NepBylo, YETBEPTYI0 H BTODPYIO CTpoku (1) Ha @' M COOT-
BETCTBEHHO BLIUMTAd M3 HHX YaCTH HepaBeHCCBa (8), Haiimem

wi'x, - wd'y, L ww'z, -+ wr' =wu' —[— wu'n - ww'+wr' = o
= W'y WV Yy wwz, |+ wr'. ®)

Coxpamas Ha @, KOTOpPOE HE PAaBHO HYJIO [0 TOH XKe NPHYMHE, KaK
BHIIE (vw"), UMeem

L+ vy fwe =0 vy w - =, vy, w2z, . (10)

Tak xax B (10) cpepusas yacTh no (2) pasHa Hyaio, TO 3THM H LOKa-
3aHa MMPOTHBOMNOJIOKHOCTh 3HAKOB B NEPBOH M BTOPOH CTpoukax (2).

MoxHo 6b110 6B MOMYYHTH TOT JKE PE3YJbTAT JAOKa3aTeNbCTBOM OT
NPOTHBHOTO, NPHMEHSS K MPEANOIOKEHHHIM HEDABEHCTBAM PaccyxaeHus § 4.

Hro kacaercs TpeTbe# CTPOYKH (2), TO 3HAKH B HEH MOTYT GLITH OXH-
HAKOBBl WJIH CO 3HaKaMH MepPBOH HJM BTOpPOH. Eciau 3Haku B Hell oguHa-
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KOBBl CO 3HAKaMH MEPBOM, KaK MOCTAB/ICHO, TO NPHMEHSA PACCYKACHHA § 4,
BHAMM, uTO Touku A u C nexat no omguy cropony KL, a B u C no pas-
HBlE, H CJenoBaTenbHo KL IPOXOIMT uepe3 Touky oTpeska BC u He npo-
XOIHT yepe3 Touky orpeska AC, 4To M T. 1.

§ 6.

Beenem caenywoiune npeo6pa3oBaHusl TOYEK OJHMX B LpyrHe. Hasosem
napanJenbHbIM IE€PeHeceHHeM Npeo0pasoBaHHe

X' =x-|Ek, y’:y%l, 2'=2z-4m. (1)

O6osnauum nanee touky (0, 0, 0) 6yksoir O (uepT. 1), NPOH3BOABHYIO
TOuKy (@, b, ¢) OykBo#H M, TOUKY
(@, b, 0) 6ykBoit A u Touky (a, 0, ¢)
6yxkeoii 5. Torjga BpaleHHE OKOJO
OcH 2-0B Ha yron AOX nepeBoauT
NPOHU3BOJBHYIO TOUKY (X, V¥, ) B TOUKY
(x', y', 2) no popmyaam
o/ SR B RS T o)

Vot Ve Siefe) §7 i

; b a . /
e Va2+b2x+ PR o % \ ik

a BpalleHHe OKOJO OCH J-OB Ha yroJa 0.
BOX mnepeBOIUT  TOUKY (X, V¥, 2) B 4

TOuky (X', y', 2') no ¢gopmynam
G o TR - — 2, : o
ViR HpgEEe | :

yr ____y7 A(a .,0)

c a
— - X+ =244 (B) X
V a*+c? V a?+c* Yepr. 1

zl

U3 dopmya (1), (2), u (3) nerko NoayyHTb BHIpAXKEHHS 114 X, ¥, Z Yepes
X', y', 2, npHYeM nosy4arTcs (pOpPMyIbl TOTO 2Ke THIA, C/eI0BATENbHO, KakK-
noe npeoGpasosanue (1), (2) u (3) umeer o6paTHoe cebe npeobpasosaHue.

unpGepT HaswBAET OTPE3KOM cHcremy JHABYX Touek A u B, a Bce
TOYkH npsMoi AB, nexaume mexny A um B, Toukamu OTpeska. B nanb-
HejimeM [ cokpauleHus s O6yaxy o6osHauate Touky (0, 0, 0) B oTpes-
Kax onHuM HyneM. Popmyasl (1) maroT napamienbHOe IepeHeCeHHe OTPEe3Ka
(0; x, y, z) B nonoxenne (k, {, m; x', y', 2’) u1¥ BCJACACTBHE NEPEMECTH-
TEALHOTO 3aKOHA CJAOXKEHMs NapasienbHoe mepenecenue orpeska (0; &, [, m)
B Hosoxenue (X, y, 2; x, ¥, 2). PopMyans (2) AawT BpPAlEHHE OTpe3Ka
(0; x, y, 2) oKOJIO ocH 2-0B Ha yroa, obpasyemeiii orpeskom (0; a, b, 0)
¢ ochio x-0B. ®opmynnr (3) maroT Bpauenue toro xe orpeska (0; x, y, z)
OKOJIO OCH y-OB Ha yroJ, menaemslit orpeskom (0; @, 0, ¢) ¢ ocklo x-0OB.

Haykosi sanuckn, sun. 111 11

S



162 1. YepHyuienko

O6osnaunm yron otpeska (0; a, b, 0) ¢ ocbio X-0B uepes (a:b),, a
yroa otpeska (0; @, 0, ¢) c ocblo x-08 uepes (a:c), Taxk xak B QOPMYJbl
noBopoTa (2) ¥ (3) BXOIAT, COGCTBEHHO TOBOPS, OTHOIEHMA a:b 4 a:c,
10 TO4kH (a2, b, 0) u (@, 0, ¢) Moryr 6mITb 3aMeHEHH TOUKaMH (na, 1D, 0)
u (n'a, 0, n'c), rone nun’ + 0. SIcHO, uTO mepBHle TOUKM JeXaT Ha MPIAMOH
(b:—a;0:0, 0:0:1:0), a ropuie Ha npsamoii (c:0:—a:0, 0:1:0:0). Cre-
OOBATENBHO, IJA¥ ONPENEJNeHHS VIV OTpPeaka C OCbl0 X-OB MOXHO B3fTh
A100YI0 TOUKY OTpE3Ka.

HasoBeM KOHIDYSHTHBIMM WM PaBHBIMH OTDPE3KH M YIJbl, [10JyYalo-
muecs OJHH U3 JPYrHx nomompio dopmyn npeobpasosanus (1), (2) u (3).

{Tpumep. PaccMoTpuM npuMep, MOACHAIOUIMH 101b30BanKe (opMyTaMH
npeodpasoranus. [Tosepuem yron (0:1), Ha yroa, paBHBIE €My caMoMy.
Smech x=0, y=1,0=0 b=110r08 "1, 4 —0. [losepuen gpyrod
pas, noayuuMm x,=0, y,==—1. Tperbe Bpamenue paer xz=1, y3="0 u,
HakoHen, uerseptoe x,=0, y,=1. CrenoBaTe/bHO, NOCJAE UYETHIPEX Bpa-
WIEHHH yroa coBnan cam ¢ co6oro. Yroa (0:1), MBl HasbiBaeM INPSIMbIM,
yron (—1:0),, cosnararouuii cam ¢ co6ot0 nocae IBYX BpameHHA Ha Das-
HEIE ce6Ge yroua, sunpsmaeHsniM ¥ yroa (1:0),, conajgamomuit cam ¢ co6oio
NPH Kax/J0M NOBOpOTe Ha ceOs, MOJHBIM.

Saxaua 1. Jlan orpesox (x;, V. 2;; &%, Vo, 2 HEDCHECTH : £10 N3~
paJjienbHo TOuko# (x,, v, z,,) B Touky (0, O, 0)—Hauano KOOpAMHAT.

[TepByio TOuKy Mbl GyIeM Ha3bIBATh HAuaJloOM OTPE3Ka, BTOPYIO KOHIOM.
O6o3nauuy kouen nepexeeernoro orpeska (§ 5, §), Torna dopmyast (1) nawoT:

Ko =i By s ol g R
OTKyHa
=X — Xy, N=Ys— Yy, E=2,—2;. 4)

Dopmyasl (4) ZAIOT BO3MOXKHOCTL MEPEHECTH KAaXJIHIH OTPE30K B Hadalo
KOODPAMHAT M TakuM 06pasoM CpaBHUBATb BCE OTPE3KH, HMeEIUIMe OJHHA-
KOBOe HalpaBsJ/eHue.

3anaua 2. [NoBepuyrb orpesok (0; a, b, ) HA OCb X-OB.

It1o 3nauuT HauTH oTpesok (0; § 0, 0), woropsiéi mociae mpeobpaso-
Banua no ¢opmynam (2) u (3) nepefiner B gaumbil. Halinem cmauara otpe-
30k (0; x4, 0, ¢), ob6pawatomuiica 8 (0; a, b, ¢) noBopoTom Ha yroa (a:b),.
[To popmynam (2) umeem:

a b i
aiy/a2+ba'x1; b:]/az_{_bzx“
OTKYAa
e Shim

Teneps otbimenm otpesox (0; & 0, 0), o6pamatomuiics B (0; 1 a®-02, 0, ¢)
nosopoToM Ha yroa (}J a2 b%:c). [To dopmynam (3) nomyumm:
G B Yot R Sl
Vet Var bt

CE
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OTKyJa
SV FTFEE. ®)

[Mocnennuit peaysbTaT I[0O3BOJSET MOBOPAYMBATH KaXIbIH OTPE3OK
(0; @, b, ¢) KO COBNMAJEHHA C OCLIO X-OB H TeM CPABHMBAaTb MEXIYy CO60I0
OTPE3KH, MMEIOLMe HAayaJ0 B Hayaje KOOPAHHAT.
IToBopauuBsas otpeaok (0; a, 0, 0) na npsimoir yroa (0:1), u wa (0:1),
MBI [OJIY4HM:
02,0 00=(0; 0, ¢ O)=(0; 0, 0, 2) (6)

yTo B CBA3H ¢ (D) MOKasbiBaeT, 4TO, NMpHBeAsd JAOO0H OTPE30OK K Hauany
KOOPIMHAT M MOBEpPHYB €ro Ha /100yl OCb, Mbl I[OJNYYHM IJAA COOTBET-
cTByIOlell 3TOH OCH KOODAMHATHI OZHO W TO Xe YHUCJO.

Coenunaa (4) u (5) monyuum:

(X1 Vis 205 %, Yo 22 =1{0; V (% — %P+ (Vo —y)2+ (2:— 2% 0,0). (D

[Mocnenusia ¢GopMysa NO3BOJNSET CPaBHHBATh MexAy CO600 A0bE
OTPe3KH. :

57

Arcuoma 1112, ,Ecim A u B 1Be TOUKM Ha npsMod a, a A’ Touka Ha
TOM e MpAMOH MM Ha AIpyrod npaMofl a’, TO BCerga MOXHO HAHTH MO
NaHHYI0 OT TOYKH A’ CTOpOHY npaMON a’' OJHY W TOJABKO OJNHY TaKyio
Touky B’, uto orpesox AB KOHTpysHTeH H/aM paseH oTpesky A'B’; 310
oTHOlIeHHe Mexnay orpeskamu AB u A'B’ obosuauvaerca tak: AB = A'B'“.
Tak Kak J1060i OTPe3oKk MOXeT GHTh npuBeleH mo ¢dopmyse (4) kK Haualy
KOODPJHHAT, TO JOCTATOYHO MOKa3aTh, KaK Ha NPAMOH (u:v:w:r, u' v w": r)
oT ee ToukH (x;, ¥;, Z;) MOXKET ObITH OTIOKEH OTPE3OK (0\;;, a; b, ).

O603HauuM KOHEI[ HCKOMOro OTpeska (x, y, 2). Torma umeem:

ux oy +wz +-r=0) ) ux, oy, +wz, +r=0 @
wxov'yf+wzd-r=0 | wx, oy, Loz +r=0|

umno (7) § 6
VE—mF T T G—af =V @+ o+ 3)
M3 (1) B (2) umeem:
Bx—x)to(y—y)rwle—z)=0] @)
w6 — %) 0y —y)+w(Ez—2)=0 |
U3 (4) nonyuaem:
=% Y—y e E— 2 i 5)

vw'— wv' wi—aw'  wv'—ou
OTKy 114

X — Xy = (v0' — W), y—y, = (W' — uw")t, 2 — 2, = (wv'—vw)t. (6)
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Monacraeaas us (6) B (3), Haiipem:

V@' — o B (v —wv ) (wn— uw')?

- %

-

H OKOHuaTeabHO, nosaras V (uv'—ou')? | (v — w2 (wu'— uw')? = 6,

1 AN e
X ==X i? (vw'— wv') V a*+ 6% %,

Y=y + < (o —aw)V a2+ &)

L+ 53 (uv' — vu') Va2 %

Q|

e —

™

(@

JIBOiHOMN 3HAK, ONHOBPEMEHHO BEDXHHH MJIH HIDKHUM, COOTBETCTBYET
ABYM CTODOHaM NpaAMO# OT TOUKM (X, ¥, 2;).

Caegosatentno, akcuoma 1'% sLimosusgercs.

Axcuona 111", Kaxneli 0TPe3ok KOHrpysHTEH camoMy cebe, T. e.
Bcerga AB — AB u AB = BA“.

SO L, M, 25 Ko B = (M a0, 210 %, Vs, Z5), CIELYET H3 TOro,
uTO, MOBEDHYB OTpPe30K Ha yroa (1:0),, Mbl noayuum TOT xe caMblii
OTPE3OK. ;

Hro (xli Vi &5 Xy, Ve, 22) i (,X’,.,_,, Yoy 2o Xy, Vs Zl)r CACAYET H3 (pOP"
myasl (7) § 6.

CaenoBarenbHo axcyoma Il Beimoansercs.

Arxcuoma NI°. ,Ecny orpesox AB kourpysuren kax otpesky A'B', Tak
u orpesky A”B”, to u A'B’ kourpysuren orpesky A’B”; 1. e. eciu AB=A'B/,
H AB = A”B’, to takxe A'B' = A"B"«,

OTa aKCHOMa BHIMOJHSIETCS MO CAMOMY OIPELENEHHI0 KOHIPYSHTHOCTH
B § 6. ‘ _

Arcuoma 1B, Ilycte AB u BC nBa oTpeska Ha npsiMod a 6e3 o6uIMX
Touex; nanee nycte A'B’ m B'C’ npa oTpeska Ha TOH Xe WAM Ha JpYyroi
NpsAMOH a4’ Toxe 6e3 obux Touex. Ecau NpH 3ToM

AB=A'B' u BC = B'C!,
TO BCErla TaKXKe
AC=A'C~.

[Tepenecem npsiMble @ H @' napanJesbHO Tak, 4TOGH Touku A u A’
o6€e Momanu B HAYANO KOOPUUHAT, TOIAA, KAK JErKO BHAETb W3 (1) § 6,
YETBEPTHIE YHCA4 B OOOMX YETBEPKAaX NMPOMOPIHOHANBHLIX YHACEN 06PaTATCS
B Hyau. [lycte Tenepp koopaumatsl Touek B u C 6yayr (x, ¥, 2,) H
(%2 V2, 25), & Touek B’ w C' cooreerersensio (£, 9, &) B (&, e &)
ITo ycnosuio '

l/ AT P V S N )
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V (Xo — X,)* (Vo "_yl)é ‘l* (Za— ~1)2:V7§2_ §1)2+(”'7-2*771)‘H— (a5 )F 410)

i Tpebyercs noxasath, uro )/ xifyi-2E—=]/ Een L
OGosnauum mnpsimyro AB uwepes (u:v:w:0, u:v:w:0). o yeno-
BUIO HMeeM:

Wxy -+ 0 e =0, b u'x, 4+ vy, -+ w2z, —0. ol '
M3 (11) u (12) naxomum: '
i jzg;ityl, ==l ! (13)
[loncrasnsa us (13) B cymmy seswix uacreit (9) (10) mosmyumm:
VA5t 24V =5+ Gy ez =
=V A8tttV gyt a—tV Syt~
e i 19

Touso Tak xe Haiimem:

V E+m+G+V & &P )Gt =V B+ C. (15

Tax kax cnaraembie B (14) u (15) mo yci0BHIO DAaBHLL, TO U CYMMLI
pPaBHBIL: '

Vit it 2=V e+q+C, (16)

4YeM M BBLINOJHSETCI akcuoma [II3.
L ]

§ 8

Ddopmynsr Bpamenns (2) § 6, nopopaunsaomue orpesok (0; x, ¥, 0) B
- monoxenne (0; ', y', 0) na yron (a:b),, ZalOT BO3MOXHOCTH OIPELEHTH
yron (a:b). mo 3ajaHHBIM OTPE3KaM, T. €. YrOJ MEXIY OTPE3KaMH, KOTO-
pelit Mer Oyzem 0603HAUaTh CAMHMH OTPE3KAMM, 3aKJAI0YAs HX B KBaapar-
Hble CKOOKH, crnepyomum obpasom [(0; x, y, 0); (0; X, y, 0)].

Ymuoxas ob6e uactu pasencTs (2) § 6 Ha ]/a‘z—}— b* £ 0, umeem: g

X'V &>+ 6% = ax — by, 1

VIl a?1-b —bx | ay. i
YpaBHMBasd JieBble YACTH PABEHCTB M BLIUMTAS, MOJYYHM: ;
axy' —byy'— bxx'— ax'y=0,
OTKy 14 ’
a(xy —x'y) = b (xx'+yy")
H HaKOHeI|

a:b=(xx'+yy"): (xy'— x'y),

T B

e e

e
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[0 x, 9, 0 (0 x, ¥, Ol=[Cee'-+y3): (o' — x'y)]. (1)

Banmaua |. ,Haitta yroa [(0; 1, O, 0); (0; a, &, c)]“.

" IMopepuem paccMatpuBaemsiit yron Ha yroa (0:1).. Cocrapiasiomue
ero oTpesku mepeiigyr coorsercrsento B (0;0,1,0) u (0; — b, a, ¢). 3aTem
MOBEPHEM TNOJNYYMBINHHACS yroa Ha yroa (b:c)y, KOTOpHIH BBHIOpaH Tak,
yTOGBl TPEThSI KOOPAKHHATA BTOPOrO OTPe3ka 06paTuaach B HyJb.

Orpesku nepeitnyr 8 (0; 0, 1, 0) u (0; — /82| ¢ a, 0). Hakouen B
TPETHI pas MOBEPTHIBAEM HAa yroJ (0:—1), urobsl mepeBecTH NEPBHIH
OTPE30K Ha OCh X-0B, MOJYUYHM OTPE3KH (0 1,0, 00 u @ a V-2 0.
C/leoBaTeNBHO UCKOMBIH yIroua

[(0; 1,0,0) (0; @, b, 0] =[(0; 1,0,0); (0; & V22 0)] =
— (@ VET®. %)
Tak xe HalizeMm:

[(0; 0,1,0); (0; a, b, )] =(b:1 a®+¢2).

[(0; 0,0, 1); (0; a, b, )] =(c:V a>+- ). 2)

Banaua 2.  Hatiru yroa [(0;'a, b, ey (0;a, &, )]
[ToBopayuBas CHauasa Ha yroa (a:— b), asaTem Ha (Va®+ D
MOJNy4YHM MOC/IEJ0BATENbHO

s aa'-}-bb' ab'—a'b .
Va0 ah e el e €
[(v%%— @( LS L )

H

[y, 0,05 0

aa'-+-bb' icc ab'- ab (a®+b*)c —(aa —I—bb)c)
V a?+ b2 +c- V a? +b~ V a2+ 82, Va? +buc2]

[Tpumensas cdopmyay (2), mosyunm:

aa'-}|- bb'-|-cc' V( ab'—a'b)® | [(&>Fb%)—(aa - bb)c)? _

Va1 b3+c*- 2L T (@)@
_aa4-bb'+-cc’ V (a®+-0%)[(ab'—a by*+(a*+b*)c ®>—2(aa'+-bb Yec' +-(a >+ b'?)c?]
 VarbPte (@Lijd o)

¥ OKOHYATENbHO
[(0; a,b,¢0); (0; &, &, )] =
5 [aa’+ bb'|cc' |/ (@b — a'b)* | (bc' — b'c)® - (ca’~c’a)?] .
Vaferle | Va2 :
Axcuoma 1*, Ilycts pansl yroa / (h, k) B NIOCKOCTH a M Ipd-

Masg a’' B IJIOCKOCTH @', 4 TaKXe ONpeJeNeHHass OTHOCHTENBHO a’ CTOPOHA
niockoctd «'. [lycth #' osnavaer ayd npamoit @/, ucxonamui us Touxku O,

(3)
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TOrga B IJIOCKOCTH @' CYIECTBYEeT OJHH H TOJNBKO ONHH Jyd k' TakoH,
yro yrox / (h, k) xoHrpysuTeH uau pasen yray / (4, k'), u BMecTe cTeM
Bce BHYTPEHHHE TOukx yrma / (A, k') nexar no nawHyw CTOpOHy OT as
5TO COOTHONICHHE MEXAy yraamu obosnauaercst Tak / (h, k)= / (', k)"

Uro6sl OMpaBAaTh 3Ty AKCHOMY, HYMKHO II0KA3aTh, KAaK Ha IUIOCKOCTH
(u:v:w:r) Ipu JAHHOHA Ha HEHd NPAMOK (w:viw.r @ iuadr PaTeune
sToil mpaAMoit (X, y;, Z;) B CTOPOHY, HANpHMeEpP, BO3PACTAIOMMX X-0B OT-
noxuth yroa [(0; 1, 0, 0); (O; a, b, ¢)]. JlocTaTOuyHO MOKa3aTb OTJOMXKE-
HHE TONBKO MOC/AEIHEro yria, Tak Kak BeAkuii yroa no QopmynaMm napai-
JeIbHOTO TEPEHECeHHsT MOXKET ObITh MPHBEAEH K Hauanzy, a 3aTeM, Kak
[I0Ka3aHO B 3ajade 2 3T0ro §, K JaHHOMY BHAY.

Oraoxum Ha mpamoit orpesox (U; 1,0,0) B CTOPOHY BO3DACTAIOLIHX
x-08. [To ¢opmyaam (8) § 7, cuutas (vw') >0, nadnem:

1 ,
x5 )Cl—ﬂ———(’UuZJ) g == 3z1+~(wtz), ~04ZL+?(H‘U).

0603HAYHM HOBOE MOMOXKEHHE TOUKH (@, b, €) mocje nepeHeceHus 0TKIa-
JHIBAEMOI0 YIVid BEPIIHHON B TOUKY (X, ¥y, Z;) 4epes (2ol z) [TpuBo M
Tenephb MOAYUEHHBIA YLOa [(Xy, Y1, 215 Yo, Vo Za); (X0 2 X0V 2)] & By
yaay, MoJy4dM YTOJ.

[/0 i B SO Z)]’

0 0 0 /’
o6o3Hayas
X—t =2 Y = Y=, 2 = Ti=F (4)

Haxouen, npumends dopmyan (3) H (2), mOAYyHHM:

(vw') x+ (wu') y + (uv) 2 N i
V(0w y—(wu) x]* +[(wu)z —(uv') y)>+[(uv) x— (vw') 2]* V5P 1g?

Tak kak ToukH (X', ¥, 2') U (X, ¥y, 2,) NEKAT B INOCKOCTH (1:V:1W:1),

TO
ux -+ oy -+wz=0. (6)

Tak kax OTpPe3ok (X, ¥, 2 X', ¥, 2') paBeH OTPE3Ky (0; a, b, ¢), TO
no (7) § 6

sz +yz ‘%‘ 2=V a-ui_ b2 7|k 2—d (7)

roe d BBejeHO IJAS KPaTKOCTH.
U3z cucremer ypasHenuit (5), (6) um (7) Mbl W ONPENEIHM X, ¥, 2
ﬂpeoépasya NOAKOPEHHOE 3HAMEHaTead B (D), MOTYuHM:

[(UTW)J’*’ (ww') x)2 -+ [(wu') z — (@v) yP° - L [(uv) x— (vw') 2P =
= [(uv")? - (vu’)® -+ (wu')?] (x~+y~+z)~[(uw)vc*(wu)y - (uv) 2] =
— 822 — [(vw)x -+ (wa’) y -+ (uv’) 2]

i Pt e A -y mowee e o

v 3



168 M. Yepnymenko

Teneps (5) npexcraBurcs Tak:
[(vw’) x - (wu) y - (2v") 2 BoLa dY
V&S —[(vw) x| (wu)y | @Yzl VLt

Pemas orHOCHTENBHO MHOFOWIEHA, CTOSILIETO B YHCAHTENE, KOTOPHIH
BpeMEHHO 0003HAYHM @, MOJYYUM:

(6] a

Vo —w® Ve
@ = -+ ad,

(5)

[Moncrapnsia o6a snauenns o B (5'), BUAHM, 4TO BTOPOE HE TOLUTCH,
TaK KaK KOPHH O€pyTCs C NMOJIOKHTENBHEIMH 3HaKamu 1o (2) u (3), H Ml
OKOHYaTEeMbHO HMEEM:

(vw) x+ (wu) y + (uv’) 2 = aé. (8)
N3 (6) u (8) umeem:

[w(ww) —v(uv)]y =awd -} [4(av’) — @ (vw’)] x, g
[w (wu') — v (uv")] 2 = —avd + [v (va’) — u (ww)] x. (59

Iloxcrasnsem B (7)
{lu (uv') —w (vw)]P | [v (vw') — u (ww)]* + [w (wu') — v (uv')]2 ) 2 —
— 240 [v* (vw') -+ w? (vw’) — uo (wi') — uw (uv)] x —
—{ & w (ww) — v (1v)]® — a0% (|- w?) } =0. )
IIpeoGpasys K05(Q(GUUHEHTH, HMEEM:
D [u(uv) — w(vw) P+ [v (vw’) —u (we')]? -+ [w (fwu’) —w{go)P =

= (1402 4 w?) [(uv)*+ (vw" )2+ (wu')?] — [u(vw) +v(ww) + w (uv)]2=
= 0% (u® + 02 4 w?),

TaK Kak
u(vw') v (wu') + w (uv') = nvw' — wwv’ 4+ vwu' — (10)
— uvw’ |- uwv’ —vww' = 0.
2) v* (vw') - ©° (vw’) — uv (wu') — nw (uv') = u? (vw') -
+ 2 (vw') - w? (vw’) — u? (vw') — uv (W) — uw (uv') =
= (vw") (&° - 0° 4 ) — u [u (ve') | v (wu') - (av)] =
= (vw') (1 v*+w? Beaepcreue (10) .
O6o3Hayum Tenepsb
u? 4oL w? =4, (11)

roraa (9) nmpumer BHI
0°pc" — 2adf (vw') x — | w(wu') — v (uv')]? — a202(v? - w?)} =0 (12)
% — %5, {adp (vw') + l/a"ldgﬁ‘*’(vw’)?—a%*/f(fo?-{—fwz)—{»d‘jézﬁ[w(wu')—v(uv’)}2}=

— —é% [aB (vw) VBV @ [Blrw ] — & (v° - w®)] - & [w (wu') — v(uv))2).
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[Tocse HeCnOXKHBIX NEPEeAeNOK HaHIeM, UTO
B (vw')® — 6% (v? -+ w?) = — [w(we) — v (uv')]°.
[Toatomy
1
op

x= gz lap @w) £V 8.V Plw(wn) —o @ )F—a*lw(@e] —v@t)P) =
% ;ﬁ’“ﬁ (v') 4 [@(wi) —v eV 8.V & — a?}
H OKOHYATEJILHO

55 (aB (vw') =+ [w(wu') — v(av' )V B.V 6212} (13)

[ToxcTaBnas HaiijeHHOe 3HaueHHe X B (8') M nenasgs HeoOXoZUMBIE
npeo6paaoﬁaﬂnﬁ, MOJTy4UM

i 65 {af (wi') + [a(uv) —w (V)] V 8.1 b*+ %) (13)
o 03 faf (1v") =+ [v (ve') — u(w)] )V 8.V % | ¢ (13)

B ¢dopmynax (13) BepxHHE 3HAKH COOTBETCTBYIOT BEPXHHM H HHXKHHE
HHKHHM; KaK yxe ykasaHo 0 =}/ (uv')® 1 (vw')® | (wu')?, f=u>+v>+w?
(uv)=uv'—ou' u 1. A, '

[ToxctaBasas u3 (4), UMeeM OKOHUYATENBHO:

& — g5 B (0w a o [0 @) — v @)V BV B
V=t g B @rlat @) —w @ VEVETH (14
Yot gy @) et @) — @ VBV BT

dopmyabl (14) pemaioT noctaBaeHHyIO 3axauy. [BofiHo# 3HaK COOT-
BETCTBYeT ABYM CTOPOHAM IJIOCKOCTH (#:¥:W:r) OTHOCHTE/NBHO IPAMOH
(w:v:w:r, u':v' :w':r'), B 4em He TPyAHO ybenuThcd. B camoMm nene BEHI-
UMCIUM BhIpaxenue u'x' +v'y' w2 -+ r'). llogcrapnas x,'y,' z' us (14) n
TPYUNHPYS YICHBI [ONYYHM

W oy b Loy, e g el () £ o)+
+ o' (uv')] 4+~ I/ﬁ Vg) o] cu [u'w (wi') — u'v (uv') -+ uv' (4v") — v'w (va’) -|-
~+ vw' (vw') — uw' (wi')).

[lepBBIfi yeTBIpeXuIeH paBeH HY/MO, TAK Kak (X, ¥, 2;) JEXKHUT Ha
npsiMoii. MHorounes B mepBbiX KBaIpaTHBIX cKoOkax mono6no (10) takie
paBeH Hy/aI0. MHOrouwieH BO BTOPHIX KBaJpaTHHIX CKOOKAax paBeH

e e e
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(uv')? 4 vw')? - (wu')? = 2. IoaTomy

: u'x’+1/3”1w’z’—}—rr:il/ﬁ-l/g?}#ché‘:
T
M:’:O, T. K. 6:#0 u ﬁ:FO.

S R
Carenosaresso Gopmyner (14) OTKIAXLIBAIOT NAHHEL yron no ob6e cTo-
POHEI JAHHOH NPIMOI.

Hasosem BHyTpennueit touxoii Yoaa [, v 2 %, a2y Geu 2
X,¥,2)] Takyio Touky, KOTOpas JEXHT Mo Ty Xe CTOPOHY OTpe3ka
(X1 V1, 815 Xos V3, 25), KaK M TodKa (X', ¥, 2), H OLHOBPEMEHHO MO Ty Xe
CTOpOHY OTpe3Ka (x;, ¥y, 25 X, ¥, 2'), KaK H TouKa (X, Vs, 2,).

[Ipu TaxoMm ompenescHHH BHYTPEHHHX TOUEK yrjia BC€ BHYTDEHHHE
TO4KH OT/NOXEHHOrO yIjia JIeKaT MO0 JAHHYID CTOPOHY OT HAHHOH MPSIMOH,
HMEHHO MO Ty Ke CTOPOHY, I'e JexuT Touxa (x, y', 2').

Otum axcuoma II*2 onpasmana Bmoaxe.

A

§9

Arcuoma 1114,  Kax g yros KOHIPYSHTEH caMoMmy cee, T. e. Bcerga
L BY=/(h k) w [/ (h, k)= /(k, )"

Hro /(h, k)= /(h, k), cnenyer u3 ToOro, yro mocie nosopora /(f, k)
Ha yroa (1:0). mbl nomyusm TOT e yrom.

Yro /(h, k)= /(% h), crenyet u3 dopmyns (3)- § 8, xotopas cuMMe-
TpHYHA OTHOCHTEJIBHO (@, b, ¢) u (a’, b, ¢’). CnenoBarenvno axcuoma I[P
BLIIOJIHSETCS.

Arxcuoma 1P, Ecnu gas aByx rtpeyroabuuxos ABC u A'B'C' umeror
MECTO KOHI'PYSIHU

AB=A'B, AC=AC, /BAC=/BAC,
TO BCerjga UMECKT MECTO H KOHprSIlI/XH e
L ABC= / A'B'C, /ACB=/A'C'B

Tax xax mapasye/bHLIM NepeHeCeHUEM TPEYrOJAbHUKM MOTYT OBITH Iepe-
HeCeHbl JM000H BEPUIMHOA B HAyalo, TO JOCTATOYHO pacCMOTpeTh 1Ba
TPEYro/bHUKa, HMMEIOIMX N0 BepwuHe B Havaze [(0,0,0); (a, b, c);
(@, 8, c)] n[0,0,0) (4 ef), @, c¢,LF)

[To dopmyre (5) § 6 mam mamo

B P=df -2 u a2 DA =gt [ ) Wiy
a mo dopmyne (3) § 8

7 aa’ - b - cc’ : i dd' 4 ee’-- ff .
Viab'—aby((be—be) ea—c'a) | (de—deytef —ef -t fd—1 d)?

()
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TpeGyercss L0Ka3aThb

[(a,b,¢; 0,0,0%; (a, b,c; @, 0',c)| =[(d,e,£,0,0,0) (d, e, f; &, e, [)] 5
w o [(@,?,¢;0,0,00; @, 8, ¢ ab,c)=[d\e,f;0,0,0); e, [ d el o

[lepenecem B MEPBOM PaBeHCTBE (3) yr/bl K Hauajly, MOMYYHM
[€0; —a, —b, —¢); (O; a'—a, b'—0, ¢ —o)=
=[0; —d, —e, —f) O d—d &—e [—])
Mo (3) § 8 momxHO OBITH CNPaBEANHBO PaBEHCTBO
a®— aa' -+ b%--bb' - c*—cc'
V (ab— ab' |- a’b — aby®+ (bc — be' |- b'c — be)* -(ca—ca’ da —cal <
= @2 —dd' |- —ee' + f°—Jf
V(e —de’ F-d'e—dep | (ef—ef +ef—e/PF(fd—fd'+-fd —fa)’
HJIH
@622 —(ag'fbb fec) &4 f—(dd' +-ee +ff’)_:. @)
V (@b—ab )P+ (b c—bc)2H(c'a—ca® V (de—de)+(ef—ef y+(/d—fd")?
[Tpeo6pasysi MOAKOPEHHBIE BO (2), MOJYYHM:
aa' -+ bb' -+ cc’
V@ ot e @ oo @@t )
" dd' e’ | ff’
V@ Tt @t — @l e T )
Moxwsysch Gopmyaamu (1) u3 (5), monyunm
aa’-+-bb'--cc'—dd'{-ee'ff'.

B rakom cayusae mo (1) u (6) paBeHCTBO (4) yROBreTBOpsieTCH, T. €.
10KA3aHO MepBoe U3 PaBeHCTB (3).

Bropoe paBeHCTBO B (3) OTJAHYACTCH OT MNEPBOrO TOABKO TeM, HTO
6yKBBI CO 3HAUKAMH 3aMeHEHH OyKBaMH 03 3HAUKOB H obpatHo. Crenas
nogo6Hyro nmepemeny B (4), JMErko BHIETb, YTO OHO MO NPEXHEMY yLOBJIE-
TBOpSETCA, TAK KAK M3MEHsTCH TOIbKO yMEHbLIAEMble B UHCAHTENAX, HO H
oHu mo (1) paBHBI, T. € H BTOPOE H3 DaBEHCTB (3) cnpaBelIHBO.

Cnenoarenpno, akcuoma III° yzosnersopsercd.

§ 10

Axcuoma IV (akcuoma napanietbHocmil Esrxauda). ,IlycTb @ npous-
posbHAs mpsiMas M A TOuKa BHE ee, TOrjJa B TJ/IOCKOCTH, omnpeaeaeHHOH
Toukoit A M NPIMOI0 @, MOXKHO NMPOBECTH He Gosee OAHOH NpAMOH, Mpo-
xonsAmel yepes A u He mepecexawuied a.

Mmeen IUIOCKOCTD & (12:0:w:r), B Hell npamyio a(w:v:w:r, u':v:w':r)
u Touky A (x;, ¥y, 2,) Jexauyo B NJIOCKOCTH a BHE npsamo#t a. [Iposenem
B muIockocTd a mpamyio b uepes A. CoraacHo CKasaHHOMY B § 1 npamas

s

T il
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b moxer ObITh, B3aTa B BHIeC (@:viw:r, :7:0:). O603Hauas o011yI0

TOYKY NPAMBIX @ H b yepe3 (x, y, 2), uMeeM 1as ee ONpEeJIeIEHHA CHCTEMY
YPaBHEHHUI:

g7y Fo—0 |
ux—+vy +wz-r—0 (1)
Wx—-vydwz-tr=0.
Hns Toro, 4To6n npsamuie @ u b me NepeceKanuch, HEO6XOIUMO BHI-
MMOJIHEHHE DABEHCTBA

‘90 Xt
RN e R = (2)
r 1}' w' .

YcnoBue npoxomuenust npsmoil b uepe3 Touky A naer:
%9+ Y+ 0=0, (3)

Tax kax cucrema ypasuenwuii (2) u (3) orHocuTeNBHO ®, 7, @ HE MOXeTr
Aatb GoJiee ONHOH TPOHKHM MPONOPLHOHAMTLHEIX YHCET @:x:m, TO aKcHoMa
IV BhImosinsiercs.

Arcuona Vi (axcuoma Apxumeda). ,Ilycte A, mpousBosbHAS Touka
Ha NPAMOH MEXIy NPOM3BOJABHO JAHHEIMH TOYKAMH A u B; crpoum
3aTeM Touku Ay, A, A,,..., Tak, uTo TOuKa Ay nexur mexay A u A, A,
MeKIy A; u Ay, Ay mexny A, A, W T. I, U cBepx TOroO OTPE3KH
Ad, AAs A, A, PABHLL MeXIy COOOH: TOrga B psijy Touek
Ay, Ay, A,,.... Bcerna CyllecTBYeT TakKas TOuka A,, 4TO Touka B JeXKUT
mexay A u A,“.

Hmeem npsamyo (z:v:w:r, u:v :w':r') u Ha Helr ToyKu A e, b,6),
B(a, by, ¢, A (x,y,2), Ay (X Y0 23)y Ay(Xy, ¥, 25) M 1. 1, W Y CTh
IaHO, HAIpPUMED. :

A==x =qa,.

Tpebyerca moxasath, uto MOMHO HANTH Takoe TOJIOXKHUTENBHOE YHC/I0
1, 4TO

A=a,= X

{IpuBons orpesox (a, b, c; X1 Y Z1) K Hayany, NOAYYHUM PaBHbIM eMy

oTpesok (0; x; —a, y,— b, 2, —c). Orkaanbipas IIOJYYCHHBIH OTPE3OK OT
TOYKH Ay, moaydum no Qopmyire (8) § 7, cunras (vw') >0,

Kpkm el % (vw') d,

rae
d=V (x,— @)+ — 0P+ (2, —¢)?,
0=V (v’ |- (vw') |- (wi)?,
()= o’ — oy
HT I
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OTknazbiBasi 3aTeM TOT 2Ke OTPe30K OT Touek Ay, Ag...A,—1, TOAyYHM

1 ’
Xg=xy g(ew)d=x 4 2 (vgw,),d
Xi =Xz ?‘I%(’Uw/)d:xl 7§(7"§} )

) (vw)d
0

1 (n—1
K=Ky 4 jjg('vw’) d==x
Jaa toro, 4ToOH cpenath X,==a,, HYXKHO BHIGPATb 7 TAK, YTOGHI

xi__li(n— 1)6(@@}’)(12‘11. A @

Pemrass HepaBeHCTBO (4) OTHOCHTEJLHO #, HAWIEM

+(a,—x)0

(vw') d ()

Bribpas 7 TakuM 06pasoM, Mbl M YZOBJETBOPUM axkcuomy V.

Arxcuoma V? (akcuoma noanomst). ,DIEMEHTH (TOUKH, MPAMLIE, ILIO-
CKOCTH) reoMeTpUH 00pasyroT CHCTeMy Beulell, KoTopas NMpH YC/AOBHH CO-
XPaHEeHUs BCEX YKa3aHHBIX BEIIIE aKCHOM HE NOMyCKAaeT HUKAKOTLO PACLIH-
peH#sd, T. €. K CHCTEME TOYEK, NPSMBIX, IVIOCKOCTEH HEBO3MOXHO MPHCOEIH-
HHUTb JPYryl0 CHCTEMY BEIIEeH TaK, 4yToObl B HOBOH pPACHIMPEHHOH CHCTEME
OBLIH 10 MPEKHEMY YIOBJACTBOPEHBI BMecTe Bce akcuombel [—IV, V1«

Bce paccmMOTpeHHBIE A0 CHX MNOP 4KCHOMBI YIOBJIETBODSIOTCS H B
6osee ysko# o6aactu 2 (1) Bcex aare6paHyecKHX YHCEJ, MOJIYUYAIOIUIUXCH,
€C/IM MBI HCXOJHUM H3 €IHHHULLI H NMPHMEHAEM KOHEYHOE YHCJO Pa3 YeThIpe
NeHCTBHA: CJAOXKEHHE, BHIYUTAHUE, YMHOXKEGHHE M JeJ€HHEe M [sitoe neid-
cteue |}/ 1--w?|, e o oGo3nauaeT UHCAO, MOJAYUEHHOE YXKE C MOMOLIBIO
5THX nATH geHcTBUHH ([Hapbepr. OcH. reoM. § 9). Ho B Taxoii orpanuueH-
HOH obsacTy akcHoma V? He MMeeT MecTa, TaK KaK 3Ta 06JaCTb MOXET
ObITh pa3IM4YHBIM 06Pa3oM IONOJHEHA HOBBIMH 3JMEMEHTAMH C COXpaHe-
HUEM B cuie Bcex akcuom [—IV, VI

M Tonbko B3dATasg HamMu 00/1aCTh BCeX BEIIECTBEHHBIX YHCET VaKE He
JonyckaeT nogo6Horo pacumupesnus. Jloxaxem ato.

[TycTp Hama cucTeMa Bewield, udcaa o6gaacTd {2, JONycKaeT pacHii-
peHue, 4 NycTb § HOBas BEllb.

JonycTuMm, uTO NMOAXOAAMIMMH COTJALIEHHIMH MBI YCTAHOBHJIM MPa-
BHJA JeHcTBHH HAnL § H uHCaaMH H3 oOsacTH @, a Takke NOAYHHHAH &
aKCHOMaM INoOpsnKa, TaK YTO BCerga BO3MOXKHO YCTaHOBHTh, KaKoe H3
BEIIeCTBEHHEIX uHcesn Goabiie & M KaKOoe MeHbIle. 31eCh MOMKET MpeicTa-
BHTBCSI TPH cJaydas.

1) B ob6macty Q ectb uucaa # Goabmue § u MeHbmue. B Takom
cayyae § mpousBoguT B ob6smactu £ JeIeKHHIOBO CEYeHHEe, M COIVIACHO
akcuome JleZEKHHIA UJU B HH)XKHEM KJAcCe eCThb HAHOOJbINEE UHCIO HIH
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B BepxHeM HauMenbiuee. [IycTb B HMXHEM Kjacce ecTb HauboJbiee
YHCa0 a. B TakoM cayuae

al§<a+s, (6)

rI€ & KaK YroJHO MajOe MOJIOXKHTeJbHOoe 4HCITO

Tak kak § mojuuHAeTCs BceM NpaBHAAM CY€TA, YCTAHOBJEHHBIM s
uncen o6aacTy 2, To §-—a TOXe BElIb U3 PACIIHPEHHOH 06aaCTH, U H3
(6) umeem

§—a<e (7)

Uncno §—a ne ynosnerBopsieT akcuome Apxumena. B camom nene,
NycTe b HeKOTOpoe BewlecTBeHHOe uucao. [To axcuome V! MOXKHO HalTH
TAKOE LeN0e INOJOKHTENbHOE 7, UTO

el b (8)

H, CJIELOBATEJLHO, -
: b
E—a —
& = 5

4TO HEBO3MOXHO B BHLY (7). ;

Ecau 661 B BepxHeM KaacCe ObIIO HAMMEHbLIEE YHCAO @, TO MBI
Hauik Obl, 4TO @ — § He yYNOBJAETBOPHET akcuome Apxumena.

2) B oGnactn £ Bce umcna menbumie £ B rtakom cayuae cHoBa He
YyIOBJIETBOPEHA aKCHOMa ApxuMena BCJICJACTBHE HEBO3MOXHOCTH He-
paBeHCTBa

an'> g

TZe a BEMECTBEHHOE YUCJIO, TAK KaKk H an TOXE YHUCI0 M3 obaacTh L.
3) Bce uncna obsnactu £ Goabiue & Tenepb HEBO3MOXHO HEPABEHCTBO

&n>a,
a
TAK KaK B TPOTHBHOM ciayyae Obl10 OBl - o 4TO0 [IPOTHBOPEYHUT

YCJIOBHIO.

Takum o6pasom Bcsikoe pacwupeHue obnacty £ Beger no kpalHeH
Mepe K HapylleHHI0 axkcuoMbl Apxumena. CrnemoBaTenbHO axcuomMa V2
YIOBJETBOPAETCS.

Taxum o6pasom ['mnp6epr cBeJa BONPOC O B3aUMHOH HENPOTHBOpE-
YUBOCTH AaKCHOM CBO€H CHCTEMBl K BOIPOCY O HENPOTHBOPEUHBOCTH
akcuoM apudMEeTHKH, TaK KaK KaXI0e NMPOTHBOPEUHE B CAENCTBHAX aKCHOM
-V gomxHO OblI0 Gbl MPOSIBUTHCH H B apH(METHKE BELIECTBEHHBIX YHCEJ.

31 asrycra 1924 rona




1. E. OTMEBELIKKA

O6 OIHOM AyaJHCTHYECKOM 3aKOHE M ero
TIPUIOKEHHU X

(MMpenBaputensHoe coOOLIEHHE)

[peaucnosue

Llenp 3Tof crathu (¥) AOKa3aTh CyIIECTBOBAHHE IyaJHCTHYECKOrO
3aKOHA XapaKTePUCTHK JBHXKEHHUS, a C JPYrod CTOPOHH, OGHapYXHTb Te
YIPOILUEHHS, KOTODHIE BHOCHT IIDHJIOXKEHHE 3TOr0 3aKOHA K DPAa3JHYHBIM
BonpocaM. B 3Toff cTaThbe yCTaHaBAMBAETCH, UTO KaXkIOH TeOpeMe KHHeMa-
THKH, KHHEMaTHYeCKO# reoMeTpun, chepuyeckod TPUrOHOMETPHH H BOOOILE
KaXKJ0H TeopeMe H3 reOMeTPHH U (DH3UKH, NPEACTABAAIONIEH COO0H XapaKTe-
PUCTHKY IBHXEHHS, COOTBETCTBYET, Ha OCHOBAHHH YKa3aHHOIO 3aKOHa,
B3aUMHasi ¢ Hell Teopema. YCTaHaBIMBaeTCsd TaKXKe, YTO CHUCTEMA YPaBHCHHH
C ,7“ HEH3BECTHEIMH, NMPEACTABJAIOMIAsL COOOH XapAKTEPHCTHKY IBHIKEHHS,
MOXKeT OHITh paspeuleHa MNyTe€M INPOCTOH IMOJCTAHOBKH, NPH ueM I €e

paspemeHus I0CTaTOYHO 3a1aTh TOJBKO % HJIH n—;’_—l YDaBHEHHI.

B aTo#l craThe MOKA3HIBAGTCH TAaKMkKe, YTO MNPHHIUN IBOHCTBEHHOCTH
Poncelet-Pliicker'e B npunoxesun x TeOpeMaM, HMEIOMUM KHHEMATHIECKYIO
GOpMyNHPOBKY, SBJISETCS CJACACTBMEM 3TOr0 JYaJHCTHYECKOro 3aKOHa.
O6HapyXKHBaeTCsl TaKKe, 4TO c(hepHuecKkas TPHIOHOMETPHS, a BMECTE C HEH
u TpuroHomerpus Jlo6aueBCKOro MOXET OBITb MNOCTPOEHA Ha OCHOBAHHH

OJHOH TOJBKO BEKTODHAABHOH (HOPMYJHL

I. O6 oxHomM nyaauCTHYECKOM 3aKOHE

]

Teopema, BeIpaxarolnas 3TOT 3aKOH, OCHOBAHA Ha CBOMCTBAX JABHKEHHA.
Hoiiea}me CBfI3aHBl C MOHATHEM O HalpaB/ICHHH MJIOCKOCTH. Hanpapnenue

(*) OcHoBHBIE PesyabTATHl 3TOH CTATHH H3MOXEHH ObUIM B 3acelanuax XapbKOBCKOTO
MaremaTnueckoro O6mectea 2 Maa 1925 roga u 20 mas 1926 roma u B 3acenandn Mockos-
ckoro Hayuno-Fccaenosarensckoro WHcturyra Matematikn u Mexanuku or 28 HoA6ps
1925 roxa. HekoTopbie n3 5THX pe3yabTATOB H3JIONKeHb B Moell ctathe: Uber ein schiefsym-
metrischen Dualitdtsgesetz und seine Anwendungen [Rendiconti del circolo matematico di
Palermo, Bd. 51 (1927), S. 315—320j.
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mrockoctd (Umlaufsinn in der Ebene) onpexensiem npu momomu yxasatens
(Indikatrix) nocnenoBaTeNBHOCTH BEPIIMH TPEYrOAbHKHKA, BIHCAHHOIO B
OKPYXHOCTb JAHHOTO Kpyra, T. € OJNHHM H3 IBYX BHJIOB IHKJIHYECKOrO
NOPSZIKA BEPIIHH TPEYrOJbHHKA:

(A;A345) = (4,434 ) = (A4, 4,), (1)
HJIH

(AlASAQ) e (A3A2‘41) = (A2A1A3)' (2)

YKasaTeJH WK HMHIMKAaTPHCH. coorsercrByomue (1) u (2), 6ymeM Hasbi-
BaTb HHAHKAaTPHCAMH [1€PBOrO M BTOPOro kaacca (*). |

YCTaHOBHM Tenepb NOHATHE O NPEOGPA3OBAHHM IVIOCKOCTH CaMOI
B cebe, and 4ero ycaIoBHMCS 06 ynorpefiaseMuX TepMHHAX.

JBa mHOXecTBa OyIeM HA3BIBATL TOMEOMODGHBIMH, €CIH MEXIY HHMH
MOXHO YCTaHOBHTb [BYOAHO3HAYHOE H HENPEePBIBHOE COOTBETCTBHUE (*¥).
[Ipeo6pasoBanne, BeIpaXaeMoe STHM COOTBETCTBHEM, OYAEM HA3BIBATH
cornacHo Brouwer’y TonosoruueckuM oroGpaxenueM. [lox oTobpaxennem
Bcerna OyneM MoJpasyMeBaTh TONMOJIOTHYECKOE OTOOpaXKEHHE.

TompecTsennoe npeoGpasoBaHHe OMpeNeHM NPH MOMOI[H PABEHCTB

e G T 3)

rae x,...,u, Xx,..., 1 — KOOPAHHATH TOYEK, VUaCTBYIOLIUX B OTOGpaXKeHUH
Byzem rosoputh, uto mBa npeoGpasoBaHusi MNPHHALNEKAT K OTHOMY
M TOMYy Xe kjaccy (**), ecid ofHO MOXeT ObITh MONYYEHO H3 JAPYroro
NpH MOMOMHM HENH HENMpepHIBHEIX Mpeo6pa3oBaHuil.
[Ipeo6pasoBanus 3TH BBHIPAXKAIOTCA MPU NMOMOLLH COOTHOILEHHS:

A (4)
rne a >t _>b; a u b-—BemecTBenHsle uyucsaa. Ha OCHOBaHMM COOTHOLIE-
HUs (4) KaXAOH TOUKE 2 COOTBETCTBYET TOYKA 2, Te Z €CTb HempephiB-
Hag (DyHKIMA HE TOJBKO Z, HO M mapamerpa f.

[lpeobpasoBanne NJIOCKOCTH, YIOBIETBOPSIONICE W NpPHUHALIEKAILEE
BMECTE C TOXAECTBEHHLIM NPe0OpA30BAHHEM K OZHOMY H TOMy JKe KJaccy,
6ynem HaseBaTh Npeo6pPasoBaHHEM IMJIOCKOCTH CaMoil B ceGe (##%%),

JBuxeHne NMIoCcKoCTH caMol B ceGe MBI Onpe messieM, Kak peo6pasosa-
HHE MUIOCKOCTH caMOH B ce0e, NPH KOTOPOM COXPaHSeTCH UHC/I0, OTBEUAIIee

=gz I

(*) Cpasru: Kerkjarto. Vorlesungen iiber Topologie. S. 26, a Ttake K. lapamap
(3ameTka o HEKOTOPLIX NIpUWAONeHusx ykasarens Kponexepa). Bpenenue B TeopHio dyHKiMH
¢ onnoit nepemennoit. XK. Tanmepu. T, I, ctp. 480.

(**) H. Poincaré, Analysis situs. Journal de I'école Polytechnique, 2 série, cahier I, p. 9

(***) L.E. J. Brouwer. ,Sur la notion de ,Classe de Transformations d’une multiplicité«.
Proceedings of the fifth international congres of Mathematicians, Volume II, Cambridge,
1918.p. 8.

(##5%) Cpasum H. Tietze. ,Uber stetige Abbildungen einer Quadratfliche auf sich selbst®.
Rendiconti del circolo mathematico di Palermo, t. 38, 1914, p. 251, a Takxe H. Tietze’
,Uber Analysis Situs“. Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen
Universitit, B. 2, 1923, S. 47.
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PacCTOSHUIO MEXIY JNIOOBIMH IBYMSl TOUKAMH, a TAK)Ke HANPABJIEHHE [IJIOCKO-
CTH, nojBepraemoii npeodpasopanuio. CymecTBYOT ABOSKOrO poja npeo6pa-
30BAHHS MJIOCKOCTH CaMOH B ce0€: IpH OLHOM NpeoOpasoBaHHH HaNPABIEHHE
IVIOCKOCTH COXPAaHsETCd, a NpPH JIPYroM HAaNPaBACHHE IIOCKOCTH MEHSETCs
Ha 00paTHOE, MHEIMH CJIOBaMH, IIPH OJAHOM NPEOOPAa30BAHHH KJAacC HHIH-
KaTPHCHl COXPAHSETCS, a NPH APYroM NpeodpasoBaHHH K/IaCC HHIMKATPUCHI
NIEPEXOJUT H3 NEPBOro BO BTOPOH MIH Ha060poT. COOTBETCTBEHHO 3TOMY
Mbl OTJIHYaeM [Ba DOJa JABHKEHHS: NPAMOE M OOpalleHHOE IBHXEHHE.
[Ipy npAMOM HBHXKEHMH KJIAaCC HHIMKATPHCH IVIOCKOCTH COXDaHSETCS,
4 IPH OOPAIICHHOM [BMIKEHHH KJaCC HHIAMKATDHCH NEPEXOAHT M3 mep-
BOTO BO BTOPO# M/IXM HA006OPOT M3 BTODOrO B [IEPBLIA.

Beemem tenepr NOHATHE O XapaKTEDHCTHKE [BHAKEHHH.

[lox xapakTepuCTHKOH ABHXKEHHs NOAPa3yMEBAEM BCAKYIO BEMIb,
(reoMeTpuueckyo (HUrypy, BeKTOp, NapaMeTp, CHMBOJ), paccmanHBae-
MYIO IDH JABHXEHHH IIJIOCKOCTH caMoil B cefe.

Mgt Gynem OTAHYATH YETHBHIE W HEUETHBIE XapaKTepucTHkH. [1ox ueTHOH
XapaKTEePHCTHKOH MBI NOJP3a3yMEBAEM TaKyI0 XapaKTePHCTHKY IBHKEHHH,
KOTOpast OT MHIHKATPHUCEl JBHKYINEHCS TMJIOCKOCTH He 3aBHCHT. HeuetHo#i
XK€ XapaKTCPHCTHKOH MBI Ha3blBAEM TaKYI0 XapaKTEPUCTHKY IBHIKEHHS,
KOTOpasi 3aBHCHT OT MHJIMKAaTPHUCHI, KJaCC KOTOPDOH OMpemenseTcss KJAacCoMm
MHIMKAaTPHCHl IBHXYIIEHCA MIOCKOCTH. JIErKO BHJIETh, YTO HHIMKATpHCA
HEUYeTHOH XapaKTePHCTUKM B 0OPalIEHHOM IBHXKEHUH GYIeT BTOPOro Kaacca,
€ClM TpH NpAMOM JBHXKEHMHM OHAa OBlJa HHIMKAaTPHCOH IEpPBOro KJacca
¥ Hao6opoT. CoOTHOMICHHS!, KOTOPEIE [PH TOMOJOTHYECKOM NPE0OPa30BAHHH
OCTAIOTCSl HEU3MEHHBIMH, HA3BIBAEM TOMOJOTHYECKHMH HHBapHAHTAMH.

CooTHOLIEHHS, KOTODHIE INIPH [BHXKEHHH IVIOCKOCTH CaMmMoii B ce6e
HHBADHAHTHBI, Ha3bIBA€M MHBapuaHTaMu ABHxedus (¥). He tpyznuo eumers,
YTO MHBAapUAHTHl JABHMXEHHA MBI MOXEM pacCMaTpDHBAaTb, KaK XapakTe-
PHCTHKH JIBHXKEHHS.

Tenepp Mbl MoxeM JNOKas3aTh CielylOIIHE JEeMMEL.

Jlemma I(**). IlycTb NpH ABHXKEHHH NIOCKOCTH caMoii B ceGe HMEIOT
MeCTO:

A(G, g); (8)

TOrga IpH 06pameHH0M ABHXKECHHH HMEET MECTO:

A(g,G); (6)

(*) Cpasuu Ph. Frank. ,Die Stellung des Relativitdtsprinzips im System der Mechanik
und Elektromechanik®. Sitzungsberichte der Wiener Academie. Bd. 118, Il-a, 1909, S. 834.

(*¥) JlevmMa 3Ta B HECKOJbKO HHOM (ODMYyIHDOBKE Oblla H3M0XEHA B HAIIEH CTaTbe:
»OCHOBaHHA KHHEMAaTHYECKOH eOMETPHH HA IVIOCKOCTH H NPHJOKEHHS ee K HCCAeNOBAHHIO
NJIOCKUX KDHBLIX®, NPeMHPOBAHHOH B MapTe 1913 roaa Pusuko-MarteMaTnueckuM PakyabTETOM
Onecckoro YHuBepcurera 30J0TOH Menaipio. Benenctewe ycioBnii BORHOro BpeMeHH paboTa
3Ta CBOEBPEMEHHO He Obl1a Haneyarada. S fgekabps 1914 roga Mbl HBIOKHAH 3Ty JeMMY
B Marematnyeckom oTieqseHnrn Hosopoccuiickoro O6mecrsa EcrecTBoncnbiTaTenet.

Beprwmetin. Haykosi 3anuacxu, Ban. 11 12
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rae G u g—ueTHble XaPAaKTePDHCTHKH, NDHHAMJIeXKalUHe MOABHKHOH H
HEIOIBHIXHOH MJIOCKOCTSM, a A BEIpaXaeT HEKOTOPOe B3aWMHOOIHO3HAYHOE
COOTBETCTBHE MEXJY STHMHM XapaKTE€DHCTHKAMH.

JleMma aTa crenyeT M3 TOro, 4TO NpH OOpAalIeHHOM IBHMKEHHH IJIOC-
KOCTH MEHSIOTCS CBOEH IOIBHXHOCTDLIO.

Jemma II. Ecnu npu IBHXKEHHH IJIOCKOCTH CaMOH B cebe HMeeT MecTo

AU, u), ()
TOraa rlpH OﬁpamEHHOM IOBHXEHHH HMEET MECTO
A, U), (8)

roe U, u—HEYCTHHIE XapaKTEDUCTHKH, MNPHHALJAEKAUIHE IOIBHKHON
H HEMOIBHXHOM IIOCKOCTSM, a A HMMEET TO K€ 3HAYeHHE, YTO B JeMMe I,
yepra xe Hag U wu u o6osHauaer, uro MHAMKaTpuca U u u
nepexomdaT M3 OHOTrO KJacca B Apyrod. CnpaBeN/HBOCTb 3TOH JEMMEI
OYEBH/HA.

3ameuanue |. Ectu o600uHTE MOHATHE O XapaKTePHCTHKE MIBH-
JKEHHST, MOKHO YIPOCTHTE (OPMYJIHPOBKY NPHUBEIEHHLIX JeMM, He Impuberas,
MEXIY NMPOYHM, K MOHATHAM O MOABHXKHOH M HEMOABHIKHOH MJIOCKOCTHX.

Sameuanue [I. M3 aToit TeopeMbl BoiTekaeT npepnoxenue Ilans:
,IPH OOMEHe IOABHIKHOCTBIO IJOCKOCTEH, YYacTBYIOUHX B JBHKEHHH
NVIOCKOCTH B cebe, LEHTPOUAEl MEHAIOTCA poaaMu“ (*).

Teopema [. Eciu npu ABHIKEHHH IJIOCKOCTH caMoil B cebe UMEET MeCTo

oo R Tl SR el B G N me )]
TO HMMEET TAaKXKe€ MEeCTO: L
A(gl’ gg,-.-)gﬁ’ El,---;—L—Ivﬂ) G]_)"-)Gﬂ; Ul,...,Un), (10)

rae G;, U; 0603Haua0T YETHBIE M HEYETHHIE XaPaKTEDHCTHUKU, NpHHAJJIe-
XKaliue NMOIBUXKHOHM IVIOCKOCTH, a g; U u; 0603HAYaIOT YETHBIE M HeUeTHHIEe
XapaKTePHCTHKH, NPHHAA/eXKAIIHE HENOIBHXKHOH MIJTOCKOCTH, Apyrue 0603Ha-
YEHUs MMEIOT TO K€ CONEPKAHHE, 4TO B JEMMAX.

B camom gmene, npu obpauieHHOM IBMXKEHHM XapaKTEDUCTHKH JIBHXKeE-
wua Gy, U, g u; MEHAIOT CBOM MecTa B COOTHoueHHH (9), a HeuyeTHEE
XapaKTepHCTHKH MEHAIOT CBOM HHIMKATPHCH, HO OOpall@HHOE IBHIKEHHE
CYLIECTBYET BMECTE C NPSIMBIM ABHXXEHHEM, a TOTOMY TeOpeMa ClnpaBelauBa.

3ameyanue lll. Ma nemmu II cienyer TeopeMa o CKODOCTH TOUKH
B 00OpameHHOM IBHKeHHH (*%),

(*) Cm. ,Apercu historique des méthodes en Géométrie*. M. Schasles, Paris, 1875,
p. 478 — 482.
(**) Cm. Koenigs. Lecons de cinématique, p. 127.

e —
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Caedcmsue [. Ecnd NpH  IBHXEHHH [VIOCKOCTH caMmMoii B cebe
HMEET MECTO

Bi(Ul, UQ, ey Un, Gl’ Gg, s ey Gﬂ) =F[(l£1, ll._), veey u«n, gl’ gg, s ,gn), (11)
TOrnza UMelT TakKXe MCECTO:
Bi(ﬂi’ _;Lz,...,a—n, gl"--’gﬂ):Fl'(Uls @,...,Un, Gl,...Gn): (12)

rae i=1,2,...,n, B; u F;,—onHO3HAuyHbIE (DYHKIHH.
Caedcmsue . Eciu npd ABHKEHHH NJIOCKOCTH CaMOf B cebe HMEIOT
MECTO:
BaWoys o Way=FuaVs... V), (13)

‘TOorza HMEIT TAaKXKE MEcCTO.
Bel Vieriit Vs Bl W v i W) (14

rae i=1,2,...,n, W;— BeKTODEH, MpHHAIJLKALIHE HEIOIBUXHOH IIJIOC-
KOCTH, a V;— BEKTOPHI, NMpPHHAAMNEKAIIME MOJABHXHOH IJOCKOCTH.

B camoMm nene, BEKTODEHI IPH NPSMOM H 0OpalleHHOM ABHXEHHH XapaK-
TePHU3YIOTCA HHIHKAaTPHCAMM DAas/IHMYHBIX KJACCOB, 4 TaKHE BEKTOPEHI PaBHBHI
[0 BeJHYHHE H IIPOTHBOIOJOXHEI MO 3HAKY.

Caedcmsue [Il. Ecu npy ABHXKEHHH IJIOCKOCTH CaMoil B ceGe HUMEIT
MeCTO: :

Bi(W,5in s W= o™ FolV, ... Val =0, (15)

TO HMEIOT TaKX€ MECTO:
B~ Vs i iallaye=id o wum o Fe s Woas ooy Wide=0; (16)

npu4 3TOM 00O3HaueHHs COXPAHSIT TO Xe COAepKaHHe, 49TO B Clel-
creuu L »

Tak Kak MAOCKHE BEKTODE MOXKHO XapaKTepU30BaTh, KaK CHCTEME
pap BEUIECTBEHHBIX 4Hcesd, moatomy caexcteus Il u Il moxno eme Tak
$HopMyNHpOBaTh.

Caedcmsue [V. Ecny NpH ABHXKEHHHM IVIOCKOCTH caMofi B ceGe HMEIT
MecCTO:

Bi(&l) 771:---,§m nﬂ):Fi(xly yla-.-)xnr ,Vn), (17)
TO HMEIOT TaKXKe MECTO:
_Bi(_xly "yls--d—"xm ——yn):Fi(_&p "_"7717---7—~g§m _nﬂ): (18)

Credcmeue V. Ecnn npu ABHXKEHHH IJIOCKOCTH caMOi B cebe  HMET
MECTO:

Bi(Eis s - nosins dlle= 00 IR, 7 Ly s vy, Vo) 7o, (19)
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TO HMEIOT TaKXe MEeCTO: »
Bi(— X — Yipins— Ky W) =0, BIA Fi(— &) —yss— & — 1) =0 (20)

0GosHauaoT JlexkapToBbl KOODAHHATH IOJBHXHOH, a X; y;— HEMOLBMXK-
HOH TOYKH:
Caedcmsue VI. Ecniu HMeeT MECTO:

B(Ea s a):F()C, Y, CL), (21)
TO HMEIOT TAaxKXe€ MECTO:
B(—r)C, — -——U.):F(—— g: T 4 (22}

rae (§ 1), (x, ¥) — KOODAMHATEL COOTBETCTBYIOIIMX TOUEK, a-— MapaMerp,

NpeACTABISIOWHE CO0010 XapaKTEPUCTUKY IBHKEHHS, a (21) — xapakrTepH-

CTHKa JBHIKCHHA. _ -
Caedcmsue VII. Ecnu npu ycroBusX cnencTBHd VI umeer MecTo:

B (5&3 77) =U ()C, ,V), X (23)
TO HMEeT TaKXKe MeCTO

Caredcmeue VIII. Ecnd nMeeT MECTO:

B(gv , é-): U(x’ Y, Z)’ (25)

TO HMEeT TAaKXe MECTO:
B(—x, —y, 2)=U(—§ —mn D), (26)

rze (x, y,2) u (§ 7n, {)—onHOPOXHBIE KOODAHHATBE COOTBETCTBYIOIMUX
TOYEK TOABMKHOH H HEMOABHKHON MIOCKOCTEN.

Sameuyanue IV. Fs teopemn | ¥ ee CIEACTBHA BHITEKaeT B3aUMO-
06paTHMOCTb TEOpeM IVIOCKOH KHHeMaTHueckoii reoMeTpHu. Hanpumep, Ha
OCHOBAHHH TEOPEMEl [, BHITEKAIOT APYr M3 JApyra [BE OCHOBHLIE TEOPEMBI
KHHEMATHYECKOH FEOMETPHH O 3aMeyaTeJbHBIX OKPYXKHOCTAX ManHreima.
TeopeMb! 3TH MOXHO TaK (OpMy/aHpoBaTh (¥):

1) FeoMeTpHUECKOE MECTO UEHTPOB KPUBH3HBEI TPA3KTOPUH, OMHCAHHBIX
NpH JAHHOM JBHKEHHH IVIOCKOCTH CaMmoi B ceGe TOUKAaMHM, MPUHALIEKA-
MM GECKOHEUHO yHaIeHHOHA NpPSMOH, NMPEACTaBIsAeT CO000 OKPYKHOCTS,
conpukacatouryiocs ¢ 6as0f M PyJeTTOH B MIHOBEHHOM LEHTPE MEPBOro
MOpAAKa, COOTBETCTBYIOUIEM JAHHOMY NBHIKEHHIO; OKDYXHOCTb 3Ty Hasbl-
BAIOT NEPBOH OKPYXHOCThIO ManHreiima.

2) Teomerpuueckoe MeCTO TOYEK, ONMHCHIBAIOUWIMX NPH JaHHOM .JBHXE"
HHH NJOCKOCTH caMoH B cefe nNpsIMOMHHEHHBIE 37E€MEHTHI, MPEeNCTaBAAET

(*) A. Mannheim. ,Principes et développements des méthodes en géometrie ciné-
matique* p. 31, a rakke L. Crelier. Géométrie cinématique plane, p. 30.
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00010 OKPYXHOCTb, CHMMETDHUHYIO C NEPBOH OKPYXKHOCTbIO ManHreiiMa u
HAa3BIBAEMYI0 BTOPOH OKDYXHOCTbIo Manureiima.

TeopeMbl 3TH MOXKHO emle Tak (HOpPMYyJIHPOBATh:

1) [IpH xBHXKEHMH IJIOCKOCTH caMoli B cebe, NepBoOd OKDPYXHOCTH
ManuurefiMa, npuHaznexauledl HEMOJLBHXHOH IIJIOCKOCTH, COOTBETCTBYET
6ECKOHEYHO yla/leHHAas NpsiMasi, NpUHAJIEXKalass MOABUXHOH IIOCKOCTH.

2) Ipu ABHXKEHHH IJIOCKOCTH caMOH B cebe, GECKOHEUYHO YIANEHHOH
NpsIMO#i, MpUHAJIekKalIeH HEMOABHKHOH IVIOCKOCTH, COOTBETCTBYET OKPYHK-
HOCTb, CUMMETDHYHAsi C MepBoif OKpyxHOCTbIO ManHrefima, npuuamniexa-
1as MOJABHXKHOH MJIOCKOCTH. '

Tak kak nepBasi OKpyiHOcTb MaHHrefima M OGeCKOHEUHO yJaJeHHAd
npsiMasi, paccMaTpHBaeMble B INEPBOH TeEOpeMe — CyTh XapaKTEePHCTHKH
JBHXEHHS, TO, CoOrJacHo Tteopeme I, mnepBoli Teopeme JI0JKHA COOT-
BETCTBOBATh JApyrasi TeopeMa, B KOTOPOi#l pOJH GECKOHEYHO yIaJeHHOH
npaMOH M OKPYXHOCTH MEHAKTCA C H3MEHEHHEM HX HaNpaBJeHHH,
T. €. XapakTepH3yIollell HX HHAMKATPUCH, B 4Ye€M H COCTOMT BTOpas
Teopema.

Touno Takwxke, Ha ocHoBaHHM caexctsug VIII, BeITexkaloT OxHA H3 ApY-
roi cirexymoouiue ABe TeopeMbl Kenurca u Mannreima (*).

1) F'eomeTpuuecKOe MECTO LEHTPOB KPUBH3HEI TPaSKTOPHH, ONMCAHHBIX
NpH NaHHOM IBHXEHHM I[IJIOCKOCTH caMo¥ B cebe TOYKaMM, NpHHAJJIeXKa-

LIIUMH NPSIMOH,
ux+oy+wz=0 (27)

npexcTaBiafeT co60l0 KOHHYECKOE ceueHue PuBani.
ukén - vkn® — w (8 4-n*— knl) =0, (28)

rae (x, ¥, 2) 1 (5, 1, §) — KOODAHMHATH ONHCHIBAIOIIHX TOYEK M LEHTPOB
KDHBHU3HHI, B, U4, U, W — INOCTOSHHBIE YHC/Ad.
2) Touxu, npuHaJIexalye KOHHUECKOMY ceyeHHI0 Pusass,

ukxy +vy? — w (x> 432 kyz) =0 (29)

ONMUCHIBAIOT NPU JaHHOM IBHXEHHH IJIOCKOCTH (aMOH B cebe TPasKTOPHH,
LEHTPE KPHBH3HBI KOTOPHIX PACMOJOMKEHH HA NPSMOR

u§—+on — wl=0. (30)

3ameuanue V. Ha ocHOBaHMH yKa3saHHBIX C/lEJICTBHH CHCTEMBI
YPaBHEHHH, NPeACTABAAIOMHX CO60I0 XapaKTEPHCTHKHU JBHXEHHS, MOMXKHO
pas3pelnTb HeNmoCpejCcTBeHHO. Hanpumep, H3 ypaBHeHHH, BBIpaXKaIOLIMX
BpALICHHE,
§=xcosa-tysina; n=—xsina-}-ycosa (31)

(*) G. Koenigs. Lecons de cinématique, p 444.
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ClIe]yeT, Ha OCHOBaHHM cnencTBH VI

— x=={s= &l easi— o) () sin (~—a);
—y=—(—§sin(— a)+|(—n) cos (— a),

x==Ecosa—mnsinag; y=_§sind-+ncosgq; (32)

Touno Takxe H3 GOPMYyJ, CBA3HBAIOUIHX KOOPAHHATH LIEHTPOB KPHBHU-
3HBl C KOODAMHATAMH ONMHCHIBAIOLIHX TOueK (¥):
o kxy s ky?
o 2 ) S 2
X2 Y2+ ky Xy t-ky !
rge k— paccTosHHE MEXJAY COOTBETCTBYKIOUIMMH MIHOBEHHBIMH IIEHTPaMH
NepBOro M BTOPOTO MNOPAJKA, BBITEKAIOT, Ha ocHOBaHuM VII caexpcrsus,

(hopMynH:

(33)

ké&n : kn?

S50 e way el E T T
Elp—Fky’ YT T E Ly

(34)
KpOMe TOro, M3

Ex® |- &yP - hyzl = kyzx; nx®—+ny? - knyz = ky* 2

BHITEKAIOT, HA OCHOBaHUM caencTBus VIII:

— Ex —nPxf-knlx—REnG  — &y — 1Py + knyE=kn*C. (36)

Teopema nHama u ee caeAcTBUS 0006IIAIOTCS HA CaAyYa Tpex H BOOGIE
7-MEDHOTO NPOCTPAHCTRA.

TeopeMbl 3TH, KaK H B Cjy4ae IJIOCKOCTH CBSI3aHBl C MMOHATHEM O
HaNpAaBJIe€HHH A-MEPHOrO MPOCTPAHCTBA.

Hanpas/sienue 7-MepHOro npOCTpPaHCTBA OMNpelenseM MPH [NOMOIIM
0006IIeHHOR NHUpaMUIB! (*¥):

Pro=A:14g x5 Amis.

VInpuKaTpUCOH NUPaMHILI MBI Ha3blBaeM OMNPEIENEHHYIO MOC/AEN0BATE/b-
HOCTb €ro BEePIUMH, NpHYEM MOCJAEACBATENbHOCTH, KOTOPHIE OTIMYAOTCH
ApPYr OT Jpyra 4YeTHBIM 4YHCJAOM TIEPECTAHOBOK €ro JBYX BEDIUHH, MBI
OTHOCHM K OJHOMY H TOMYy Xe knaccy. Takum o06pa3oM BO3MOXHBI, KaK
B CAy4ae JIBYMEPHOTO NPOCTPAHCTBA, TOJIBKO JABE WHIMKATPUCH, OAHY H3
KOTOPEIX Mbl Ha3bIBA€M HHIHKAaTPHCOM MEPBOTO Kjaacca, a APYryl HHIH-
KaTPHCOHl BTOpOro KJacca. :
[lpeobpasoBanne n-mepHOrO mnpocTpaHcTBa camMoro B cebe, Koria

'n>2, onpexengeM, KaK B Ciyuyae MJIOCKOCTH.

JiBuxenne B cebe n-MEDHOIO IIPOCTPAHCTBA ONpeJENseM, KaK mpe-
06pa3oBaHue #-MEDHOTO NPOCTPAHCTBA CaMoro B cefe, NpH KOTOPOM

(*) CM. moio crathio ,OCHOBHI 1I0CKOH KHHeMarnuecKoW reomerpun“ WMasectus Exate-
punocaaeckoro oproro Mueruryra 1924, ctp. 604.
(*¥) CpaBHn ,Analysis situs de la géométrie analytique®. S. Lefschetz. Paris, 1924, p. 3.
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MHBADHAHTHO YHMC/O, OTBEYAIOIIee PACCTORHMIO MEXIY JIOOBIMH €ro Tou-
KaMH, a Takxe Hampasienue npocrpascTsa. OO6pauieHHOe JIBHXEHHE
n-MEpHOrO INpPOCTPaHCTBa caMmoro B cebe, KOrja n>2, a TakKe YEeTHHE
¥ HedeTHble XaPAKTEPUCTHKH JBHXKEHHSA A-MEPHOrO NPOCTPAHCTBA CAMOro
B ce6e COXPaHAIOT TOT XK€ CMbICA, KaK B CIyuae JBHXEHHS [JTOCKOCTH
caMmoil B cebe.

Torxa He TPYAHO YOEIUTBCS B CIPAaBEIIHBOCTH CJIEAYIOMIEH TEOPEMEL:

Teopema II. Ecnu npu IBHXKEHHM f-MEDHOTO MPOCTPAHCTBA CAMOTO
B ce6e HMEIOT MecTo:

Ai(Gly--‘,Gm Ul,---sUm gi"--:gm ula"‘auﬂ): . (37)
TO MMEKT TaKXe MECTO:

Al B ot Ky ool Uscia, (38)

rae G, U;, g 1; 0003HA4AIOT YETHHE M HEUETHHIE XaPaKTEeDHCTHKH IBH-
KEHHsT n-MEPHOTO NpOCTpaHcTBa camoro B ceGe, mpu uem G; u U npu-
HaJJeXAaT NMOABMAKHOMY, 4 & H I; — HENOIBHXXHOMY NPOCTPAHCTBY, 4epTa
gag #; # U; o6Go3Hayaer, yTO MHIMUKATPHCA HEYETHBIX XapaKTEPHCTHK
nepemsa M3 OJQHOrO KJacca B JAPYro#, A BHpaxaer HEKOTOPOE B3aHMHO-
ONHO3HAYHOE COOTBETCTBHE MEXKJAY STHMU XaPaKTEPHCTHKAMH.

Caredcmsue [. Eciv npd IBHXEHHH 7-MEPHOrO MPOCTPAHCTBA CaMOro
B cebe HMEIOT MECTO:

Bl(Ul’ Uz,--.,Un, Gl)""Gﬂj ILJ, ll2,...,Lln, gg,..-,gn):O, (39)
TO HMEIOT TaKXe MeCTO:
TR T e A NG i e e €0 L 1)

ree i=1,2,...,n, (39)—xapaKkTePHCTHKH HJd HHBAPHaHTH JBHXEHHA.
Caedcmeue Il. Ecid npu ABHXKEHHUM 71-MEDHOrO MPOCTPAHCTBA CaMoro
' B cebe HMEIOT MeCTO:

BiW,, Wasions Wao Vo, Voo, V) =0, (41)

TO HMEIOT TaKXe MeCTO:
Bi(—Vy —Vy,oooy— Vouy =Wy, —Wo,..., — W) =0, (42)
rne i=1,2,...,n;, W;—BeKTODH, IPHHAJIEXKALIHE [10JBHKHOMY, V:—Bex-

TOPHI, IPHHAINEKAIIME HEMOABHKHOMY 7-MEPHOMY NPOCTPAHCTBY, Bi—(yHK-
UK, YCTAHABIUBAMOILIME B3BAUMHOOLHO3HAUHOE COOTBETCTBHE Mexny Wik Vi
dTa Teopema HENOCPEJACTBEHHO CJIELyeT M3 TOr0, YTO BEKTOPHl /2-MEp-
HOTO NMPOCTPAHCTBA B MPAMOM H OOGDALICHHOM [BHXEHHH XaDaKTePH3YIOTCH
MHJIMKATPUCAMH Pa3AH4HBIX KJI4aCCOB.
3ameuanue VI Teopemy I, BHpaxaouyw CBOHCTBO XapaKTEpH-
CTHK [BH)XCHHS, Ha3LIBaeéM [yaJHCTHYECKHM KOCO-CHMMETDHUECKHM 3a-

KOHOM.
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Caedcmsue 1. Ecnu npu JBHXEHHH 7-MEPHOTO MPOCTPAHCTBA CAMOTLO
B cebe HMEIOT MecTo:

Bl el ==0 uam Byl . V)=—0 (43)
TO HMEIOT TaKXKe MecTo:
Bil— Vi ervs—Vp)=0, unu Bi(—W.,...,— W y=0. (44)

Caedemene [V, Ecin 0PH  IBHXEHHH 7-MEPHOTO NIPOCTPAHCTBA
CaMOro B ceb0& HMET MECTO:

Bi(§17 7717"'1 Tl)'-"gﬂs nll,'--’ vllvxl’yp"', (45)
Evons By Vavwe sy L) =8,

Z

TO HMEIOT TakKXe¢ MecCTo:

B,’(—Xl, —yl,---,—tp---;—xn: —Vay.- 0y (46)

—tﬂ, ‘_551, _"71_,.-.5 _Tl,.-., '_§n, ——/)771""’ ‘rn):O;
IIpu 4eM §,’, Migiet ey Gy =— H-UHUCEH, X4PaKTEDHUIYIOIMIHUX MIOJIBUXKHOH BEKTOD,
AE X t—n qyHcea, XapaKTepHSYlOH_[HX HEIMOABUKHBIH BEKTOp n-Mep-

HOT'O NMPOCTPAHCTBA, 4; UMEIOT TO K€ 3HAueHMe, uTO B caexcTtBuu Il
Credcmgue V. Ecin 1pH ABHXEHHM 4YETHIDEXMEPHOTO NPOCTPaHCTBA
€amMoro B cebe HMEIOT MECTO:

bW, V, x 9 2 1 ay=0, 47
TO HMEIOT TAKXE MEeCTO:
Bi(—V, —W, —x, —y, —z, —t, —a)=0, (48)

rae W u V' COOTBETCTBYIOUIHE BEKTOPH HEMOJBHMHOIO H [10IBHIKHOIO
YETBIDEXMEDHOrO MNPOCTPAaHCTBA, X, Y, 2, ¢— JIeKapTOBH KOODJMHATH
TOYKHM HYETBIDEXMEPHOTO MDOCTPAHCTBA, @ — MapaMeTp, MpeLCTaBISIONMi
CO000 HEYETHYIO XaPAKTEPHCTHKY [BHKEHHS. :

Caeocmeue VI. Ecnu npu IBHXEHHH YeTHIPEXMEPHOTO NPOCTPaKCTBA
camoro B ceb6e MMEIOT MECTO:

BIE M NP, X, W2 ST e =0, (49)

TO HMEIOT TaKXe€ MeCTo:
Bi(—X: —-Y, """Zy _'T: _"L) —M’ AN, _'pa =0z _ta _a)=05 (50)

rae L, M, N, Pu X, Y, Z, T— KOMIOHEHTH COOTBETCTBYIOLIHUX [10BUKHOTO
H HEMNOJBHXHOIO BEKTOPAa YeTHIPEXMEPHOTO IPOCTPAHCTBA, OCTaNbHEHIE
0603HauEHHsT HMEIOT TO K€ COIEPXKAHHE, YTO B CJENCTBHH V-

Caedemsue VII. Ecnu npH JBHMKEHHH 4ETBIPEXMEDHOrO MPOCTPAHCTBA
caMoro B cebe HMEIOT MECTO:

By, Y. Z, B, x4, 2.4 a)=—0, (49"
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TO HMEIOT TaKXXE MECTO:
s R o e e S e e R e

Cnredcmeue VIII. OptorosaiabHble Inpeo6pasoBanus (*) # - MepHOro
MPOCTPAHCTBA MPH HEMOJBHXKHOM Hayajle KOODJHMHAT YAOBJIETBOPAIOT CO-
oTHoumeHuaM (45) u (46).

B camoMm mene, npsimple NpeoOpasOBaHHA HMEIOT BHJL

X{=an X, 4+ap Xo- A Quikn; i=1,2,.. oy (539)
a o6paTHble NPeo6pasOBaHUsl 3aMHCHIBAIOTCA:

Xi=Qu, X{ F @ X5+  AniXd, (52)
tre i=1,2, 0,0 0 Kiyireslon %'y snsXs = HEKADTOBH KDODANRATEL
MOABHXHON M HENMOINBHXHOW TOYKHM 7-MCPHOIO NPOCTPaHCTBA. Koaddu-
LHEHTHl K€ @, 3aBHCAT OT HHIUKATPHUCH (i, ), ONMPENENSCMOH MOJBHXK-
HBIMH M HENOABMXKHBIMH KOODAMHATAMH /-MEDHOr0 IIPOCTPAHCTBA HJH
COOTBETCTBYIONMMH MOIBHXKHEIM M HEMOJBHKHHIM BEKTOPOM, YTOJN MEKIY
KOTODHIMH OMpeeaseTcss HHIHKATPHCOM 7-MEPHOrO MPOCTPAHCTBA, K KO-
TOPOMY 5TM BEKTOPH MPHHAIJEKAT; I03TOMY @; MPENCTaBISET CO00K0 He-
YeTHYIO XapaKTEPUCTHUKY ABMXKEHHA W NPH OODALICHHOM JIBHXEHHH [pPU-
HUMaeT BHI @j;.

II. O cuctemax ypaBHeHHil, NPEICTaBJAAOIIUX COG0I0 XapaKTepHCTHKH
JBUKEHUS

Kak crefyeT M3 BbILUIEH3/IOXEHHOrO, CHCTEMbl yDaBHEHMi, IpeacTa-
BJSIIOIUX CO60I0 XapaKTEePUCTHKH JBHXKEHMS, YLOBJICTBOPAIOT COOTHOLIE-
wuaM Buaa (21), (22), (25), (26), (45) u (46), a Takue CHCTEMBI HENOCPen-
CTBEHHO Da3peINaloTcs, 8 HMEHHO CHCTEMbI:

x=_Ecosa—ysina; y=§sina4-ncosa; (32)
kén ‘ Ul

I pnhialieming sdp es, wadtllis o 34

=T ETw—ky 0T Blw—In S

mosy4yarTcd H3 CHCTEM:

E=xcosa-ysina; = —xsina-ycosa, (31)

kxy ky?
= D._.f; I T ‘)'—; 33
ATty B S 59

wrn

nyTeM 3ameHsl §—uepes —x, n—uepes—y, X — yepea—§&', y—uepes—n
M a@— uepes —da.

(*) 3aecb wmer peub O MNpPeoGpa3OBAHHAX, ONPENETHTENb KOTOPbIX paBeH eIHHHUES
(Transformation unimodular). Cp. Invariantentheorie, R. Weitzenbock 1913, S. 6.
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Touno raxxe cucrema (52) monmyuaercs u3 cucremsr (51) nyrem 3a-
MEHBl X{ 4Yepes— x; X; uepes — x; M a; 4epes — aj.

He Tpynno BuzeTs, uto a5 paspelleHHs 5THX CHCTEM YpaBHEHHH LO-
CTaTOYHO 3aJaTb TONBKO 771 YDABHEHHH, IIe HEJOe 4YHCIO0 M YIOBJIETBO-
pSIeT OAHOMY M3 PaBEHCTB:

n=2m—1; n=2m;

FAE 71 YUCJIO H3BECTHLIX CUCTEMBHI,
Hpe,zmo.naraﬂ, 4YTO 27 YHCJAD UYETHOE, AONYCTHM, 4YTO HaM 3aIaHH

n : ?
TOMBKO —5- YDAaBHEHHH CHCTEMbI (51). M3 HHX nyTeM yKa3aHHOH 3aMeHH

n .
NOJYH4HM —5- YPABHEHHH CHCTEMBI (52), a BMecTe C 3ajaHHBIMH — 7
YPaBHEHHH, KOTOPbIE MBI CMOXEM paspemuTb. TakuMm xe 00pasoM y6ex-
JaeMcd, 4TO B CIy4ae, KOrja #—HEYeTHOE YHCJO, TO PA3PELIEHHE CHCTEeMBI

| .
BO3MOXXHO, KOI/ld 3alaHO TOJBKO %— YPaBHEHHI CHCTEMBI, a KOrjga #—

n i
HETHOE YHC/I0, TO 10CTATOYHO HMETh & yPaBHEHH. Korza uncno Hen3BecTHBIX
PaBHO IBYM, TO OJHO yPaBHEHHE yKe JaeT BO3MOXKHOCTb ONpeNeNuTh ABa
BLITEKAIOIIHE M3 HEro JPYrue yDaBHEHHS, HANDHMEp: YpaBHEHHs 0GPAaTHEIX
npeoGpasoBaHuii kK0OpAHHAT (31) MONKHO MOAYYHTH TOTHKO M3 OJHOrO ypa-
BHEHHA (32).

III. O npunuune asoiictBeHHocTH Poncelet-Pliickera

[NoxaxxeM, uto mpuHuMn nsoicTBeHHOCTH Poncelet-Pliicker'a apiasercs
C/IEJICTBHEM HAIIEro NyaJHCTHYECKOTO 33KOHA B TOM CMEICJIE, YTO BCSKad
B3aMMHas TEOpeMa IeOMETPHH, UMEIIAd KHHEMAaTHYECKYI0 (OPMYIHPOBKY
H nosyvyaemass NpU [IOMOLIM NPHHUMOA [IBOHCTBEHHOCTH, MOXET OHITh
TaKXe MOJy4YeHa NMPH MNOMOUIY HALIEro AYalHCTHUECKOrO 3aKOHA.

[Ipexne Bcero mokaxem, kak crencrsue Teopems I, uro

dx—ray1=—0 (53)

BEIDAXAeT HE TOJNBKO NMpPAMYIO, HO H TOYKY.

B camom nesne, npaMyio Mbl MOXEM PacCMaTpHBAaTh, KAaK TPAasKTODHIO,
ONHCaHHYIO IIDH HEKOTOPOM JIBHJXEHHH IIIOCKOCTH B cebe, Hampumep,
ONHOH M3 KDalHHX TOUEK NBHIKYIIETOCS OTpe3ka B Cryuae mpsmoro Kap-
NAHOBA JBHXKEHHUS,

CoOTBETCTBEHHO 3TOMY ypaBHeHue (53) BHIPaXKaeT, YTO [IOLBHXKHAS
TOUKa (X, y) ONHCHIBAET HENOJBHKHYIO NPSIMYW (&, ¥). MHHMH croBamu
ypaBHeHHe (53) XapaKTepH3yeT JBHXKEHME IIOCKOCTH B ce6e, npu
KOTOPOM HENOJBHIKHOMY BEKTODY (4, 7) COOTBETCTBYET IOABHIKHON BEK-

e B i |
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TOp (X, ¥) MpU JNROOBIX MONOKEHHAX MIOCKOCTH. Torpa BexTOpH (4, T) H
(X, ¥), YOOBJETBOPSIOLIME COOTHOIIEHHIO (53), mpencTaBAAIOUIEMY COOOMH
yacTHEIA cayyail COOTHomeHnus (45), NOMKHBI, Ha OCHOBAaHHH C/ICLCTBHA v,
YIOBJAETBOPATh TAKKE YPaBHEHHIO:

== D e L =0 (54)

xapakTepusymwolllee IBHXKEHHE MJIOCKOCTH B ceGe, NMpH KOTOPOM HEMNOZ-
BHIKHBIH BEKTOP (— X, —))) COOTBETCTBYET NOABHXKHOMY BEKTOPY (—u, —7)
B MOOBIX €ro MOJOXKEHHAX. ,

WHBIMH CJIOBaMHM, U3 TOro, 4to {(53) ecTh ypaBHEHHE NpsSIMOH, C/edyeT,
yTo (H53) ecThb TakXKe ypaBHEHHE TOUKH.

TouHO TaKe MOXKHO [0KasaThk, YTO H3 TOro, 4TO

ux—+vy+wz-{-1=0" (55")

BBLIP2XAET COGOH MIOCKOCTb, CAENYET, HUTO (55) BBIpaxaer coGOH Takxe
TOYKY.

He Tpymno Taxxke I0Ka3aTh, YTO HAa OCHOBAHMHK HALIErO 3aKOHA MOKHO
NOJMYYUTH M3 Pa3JHUHBIX TEOPEM Fe€OMETPHH, npencTaBagiolux cobowo xa-
DaKTEPHCTHKH [BIXKEHHS, B3AHUMHBIE C HUMU TEOPEMBL.

Mpumep . M3 Teopeme, 4TO ypaBHEHHE nepeMeHHOH TOYKH Dsiza
HMeeT BH:

ux, vy, 1A (ux, oy, + D=0 (55)

C/IeflyeT, UTO ypaBHEHWe MEePEMEHHOro Jyya Iyuka HMEeeT B

(F— uo) (_ )C) _# (— ’UO) (—’J/) “+‘ 1 + (56)
B s e
e.
¢ L i e N A &7)

Mpumep [I. M3 Tteopembl, 4TO YCJIOBHE MNPOXOXICHHA MJIOCKOCTH
yepe3 TPH TOUKH HMEET BHI:

Sl ol z
xl yl 21 1 W 0 i (58)
Xo Y2 29 1

ceflyeT, Ha OCHOBAHHH c/ejcTBHs [V M3 TEOpPEMEI I, uTo ypaBHEHHE TOYKH
nepeceyeHHs TPeX IIOCKOCTEH, WMEWLMX TaHreHIHa/lbHBIE KOODAHHATH
(a,, vy, @), (U, Vs, Wo) U (U, Us, W3) UMEET BUA:

wowe w
B, v wic Ll 0 (59)
NS T T
By U w7l
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H60 (X4, ¥y, 21), (Ko Vo, Za)y (X5, Vs, 25) M (g, Ty, Wy), (Uy, Uy, W), (85, U, W)
MBI MOXEeM pacCMOTDEThb, KaK BEKTOPHI.
[Ipumep lll. Ms Toro, uro ;iyueBble KOODIHHATHL yIOB/IETBODPSIOT
COOTHOIIEHHIO:
PyoPsy - PysPoy~ Py Pag -0 (60)

CJAENYET, UTO OCEBBIE KOODIHHATHI YIAOBJIETBOPAIOT COOTHOIUEHHIO:

NS, R e (61)
TaK K4k
P =x—¥; Py = X5 — ¥s; Py = xg3— Y
Pos =% Y5 — X3 Vo3 Pz = Xz ¥ — YaXy; Py =X, Y5 — ¥1 %5,
a

Iy =u,— v Iy, =y — vy I3y = 13— v
oy = uyvy — u3vy; I3 = 130, — v401,; Iy = 0,0y — v, 185,

TIE Xy, X9, X9 U Vi, VYo, Y3— KOODIHHATHI JABYX TOUCK NPSAMOM, a Uy, Uy, Ug
H Uy, Uy Uy TAHFCHUHANBHBIE KOODAUHATHI JBYX IIJIOCKOCTEH, IEpECEeKaro-
LIIHXCA 10 HEKOTOPOH NpAMOH.

IV. Bextopuanbnoe 060CHOBaHHE ChepHUECKOH TPUTOHOMETPHH

K. Kommepenb B cBoeli oduenb uHTepecHo#t pabore ,Vektorielle Be-
griindung der Sphérischen Trigonometrie (*)“ nokasniBaeT, 4TO OCHOBHBIE
(popmynbl cpepUuecKOfi TPHTOHOMETPHH MOTYT OBITL NOJMYYEHBl H3 JABYX
onpenenuTeneH.

OnpenenuTenn TH OH MOJMyYaeT M3 ABYX yDaBHEHHIE:

P’ =P | o#B, - o®P;y; (62)
Pr=an B+ 0P anPS; (63)
rue
ai = B; P (64)
H
att = ok (65)

fesd 0N 5 Eain g an
— BEKTODBI ABYX OCHOBHBIX CHCTEM, y,HOBJIeTBOpH]OLU.HX

SBziEk:[ 0 nnsa i Fk;

66
\ 1 pnsa i=k; {68

NPH 4YE€M, KaK BEKTOPHI Y, TaK M BEKTOPHl ‘P* IMHEHAHO HE3aBUCHMBIL.

(*) Jahresbericht d. Deutschen Mathematiker Vereinigung, Bd. 32, 1923, S. 86—91.
Cpasun takwe: G. Hessenberg. ,Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie®.
Math. Annalen, Bd. 78, p. 93. '

— &W-
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Kameii u3 BEKTOPOB MNPOXOAHT uepes Touku 0 W P; M KaXIbHIH H3
BEKTOPOB Tpox0auT 4epes Touku 0 u %

VKasaHHble TOUKM ONpEAeIsioTcs caeiyiomum obpasoM: 0—ICHTP
chepr ¢ paguycoM, paBHeIM 1, P; H Pt (i=1,2,3 u k=1,2,3) cyTb
BEDIUMHEl JIBYX C()EPHYECKHX TPEyTONbHUKOB B.P,P, w PLPR P e
OJMH W3 HUX SIBASETcS MOJSAPHEIM IO OTHOUIEHHIO K JIPYyroMy.

Tpu npuxenuu cdeper camoli B cebe C COXPaHEHHEM CBOEH HHIHU-
KaTPHCH 06Pa3yloTcsi TPEYroAbHUKH P PoP; H PlP2P% u HMerT MECTO CO-
otHomenus (66), a BMecTe ¢ HUMH H COOTHOIICHH (62) u (63), T. €. (62)
u (63) CyTb XapaKTEDHCTHKH JBHKEHHS.

Torma ma ocuosauum cnepcrus II Teopemsr Il u3 ypaBHEHHS (62),
KOTOpPOe MOXHO mepemucatb [cM. (65)]

Qi = P PUR, - PIPRP, - PR, — PEEEE,,
— Py = — BB P — PP k2 — PP L2,

clAeLyer:

KOTOpOe, Ha OCHOBaHWH (64), 3aNMHCHIBACTCH:
P=ayP! 4P+ an B3,

MHLIMH CJIOBaMH, M3 ypaBHeHu# (62) cienyioT ypaBHEHHS (63).

AHAJOTHYHO MOryT OBIT MOJYYEHBl JAPYr M3 Apyra M APYrue Maphl
dopmym: (8), (10), (11), (12) u (13), BcTpeUaroOLKMecs B CTaTHE Kommepens (¥).

OTcloa CJAeLyeT, yTo Jasi BbIBOLA OCHOBHHIX dbopmya chepuuecKo
TPHrOHOMETPHH JOCTaTOYHA TOJIBLKO ONHA M3 ABYX dopmya: (62) unu (63).

Tak kak OcHOBHHe (opMyabl cdepudecKod TPHTOHOMETPHH IPHBO-
gsTcst K (opuyaam TpuroHomerpuu JIo6auesckoro npH 3aMEHE CTOPOH
a, b, ¢ cepuueCcKOro TPEyroAbHUKA Yepes — al, — bi, — ci, cnefoBaTENbHO
TpuroHoMeTpusi JI06ayeBCKOro TaKKe MOXKET 6bITh MOCTPOEHa Ha OJIHOH
TOJNBKO BEKTOPHAJIbHOH (hopMmyse.

Mpumeuanune OGoOwEeHHEe TEOPEMBL Il u ee cnencTBUH, KaK H
ZpYrue TNpUIOXKeHHs, OYIyT H3/I0XKCHBL B Apyro#, Goabuiei paboTe Ha 3Ty
XKe TeMy.

31ech yKaXy TONBKO HA CAELYIOLIHME NBA (haxra.

1. Mexay mepBoi ¥ BTOPOH rpynnofi ypaBHennii Makcsenna 1as
MyCTOTH CYHECTBYET CBf3b, ONpeAensieMas CACACTBHEM VL

9. He TpymHO mOKasaTh, YTO HM3BECTHEE ['aMMIBTOHOBLI ypaBHEHHS

JABHXKEHHUA:
dgr OH _ 0p. 0H

e e db O

0061a1aI0T 3THM Ke CBOHCTBOM.

(*) Cm. K. Kommerel, loc. ety




I. OGIEWETZKI

Ueber ein Dualititsgesetz und seine Anwendungen
RESUME

In dieser Arbeit wird die Existenz eines Dualititsgesetzes und die

- Anwendungen dieses Gesetzes auf die Geometrie und Physik bewiesen.

Besonders wird bewiesen dass das Prinzip der Dualitit der Geometrie
von Poncelet-Pliicker eine Folgerung aus unserem Dualitatsgesetz ist, in
dem Sinne, dass jede duale Ubersetzung der Lehrsitze, welche als Bewe-
gungscharakteristiken (¥) ansehen werden konnen, wie im Sinne der Pro-
jektiven Geometrie geschiet, auch durch Anwendungen unseres Dualitéits-
gesetzes erhalten wird.

Es wird auch bewiesen, dass man kann ein System von Gleichungen
mit .z, Unbekannten, welches ein Bewegungscharakteristik ist, unmittelbar

] .
Iosen auch im Falle, wenn nur % oder rz—;l Gleichungen gegeben sind.

Als Beispiele konnen die orthogonalen Transformationen

x;’ T at’lxl + aizx‘z + B + az’nxn

und

S A ‘ i ¢
xi = ali‘le a21x2+ 5 i amxn

dienen. Wie es ist leicht zu sehen, folgen diese Gleichungen durch die
Substitution

X, =—X; xl.:—x:.; a;=a,
auseinander.

Endlich wird bewiesen, dass die zwei vektoriellen Grundformeln der
spharischen Trigonometrie des Herrn K. Kommerel (*) folgen auseinander;
mit anderen Worten, dass die saimmtlichen Grundformeln der Trigonometrie
nicht aus zwei, sondern aus einer vektoriellen Formel abgelesen werden
konnen. ;

(*) Die Dinge (z. B. Formeln, Symbole, Parameter; Vektoren, Geometrische Flichen),
die wir bei einer Bewegung anschen oder welche eine Bewegung charakterisieren nennen
wir Bewegungscharakteristiken.

(*) Sieh K. Kommerel. ,Vektorielle Begriindung d. sphir. Trigonometrie®; loc, cit.

B ———— ' e ————————————



JURI NEUSCHULER

Ueber den mehrdimensionalen Raum
Vorwort

In dieser Arbeit beweise ich dass nicht nur die Fldche eine absolute
Invariante hat, sondern auch jeder mehrdimensionaler Raum von # Dimen-
sionen.

Im Beweise basierte ich mich auf dem Gedanken, dass wenn wir die
algebraische Form X,’: konventionnell wie einen linearen Ausdruck bezeich-
nen, indem diese Bezeichnung nicht als deus ex machina speziell ad hoc
eingefiihrt wird, sondern sie durch den von mir bewiesenen Pascalschen
Potenzen der Jacobi’schen Determinante empfohlen ist,—dass dann die
Grenzen zwischen den Begriffen der Form und des Vektors verschwinden,
welcher Umstand die Theorie der absoluten Invariante einer algebraischen
Form X: mit verinderlichen Koeffizienten, die ich in meiner Arbeit entwickle,
an die Differentialgeometrie mittelst der Vektoranalysls anzuwenden
erleichtert. Um die Anwendung durchzufithren, sah ich mich gezwungen
die Jacobi’sche Funktionaldeterminante zu verallgemeinern, ndmlich:
ich nahm in Betracht nicht nur das erste Differential der Entfernung,
sondern auch die hoheren. Infolge dessen wird erhellt, dass um die
Rauminvariante bei hoéherer Dimensionenzahl aufzuschen und festzu-
stellen, ist es keinswigs gleichgiiltig, aus welchem Raume man den
ersten beobachtet.

Bei der Losung der Frage iiber den mehrdimesionalen Raum, die ich.
mir gestellt hatte, musste ich, ausser der Prézisierung des Vektorbegriffes,
auch einige neue Gestalten fiir die Potenzen einer Determinante geben
Eine der letzten deckt die innere Natur der Raumdeterminanten auf, indem
es sich die Griinde der Vieldeutigkeit ihrer erklart, wenn die Klasse
ungerade ist.

Wenn, im Friihling dieses Jahres, die Grundgedanken dieser Arbeit
konspektiv formuliert und dem Verwalter der Katheder der Geometrie,
Prof. D. M. Sintzow, iibergegeben waren, —so war so gut, mir Lecat’s
Monographie — Abrégé de la théorie des déterminants a n dimensions—
zut geben, wofiir ich meine Dankbarkeit ausdriicke.
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§ 1. Zerlegung des Vektors

1. Betrachten wir im Raume von n--1 Dimensionen einen von 7 Ver-
dnderlichen x;, x,,...,x, abhidngigen Vektor, den wir mit R(x) bezeichnen.
Er ist nach n--1 Richtungen zerlegbar. Wihlen wir fiir dieselben die
folgenden:

1) die n derivierten Vektoren R\R,,... ,R und 2) das dussere Produkt,
das wir im Folgenden folgendermassen bezeichnen

[RIRR,....R]1=[R]

und das niemals verschwindend gedacht ist.
Interpretieren wir den Vektor R(x) als Radiusvektor einer Hyperiliche,

so sind die ersten Richtungen tangentiell und die letztere — normal zur
Hyperflache. ‘

Bei diesen Bezeichnungen ist (dR)? die 1-te fundamentale Differential-
form der Flachentheorie.

2. Zerlegen wir nach den erwahnten Richtungen die zweite Derivierte

_ R
~ Ox0x;

R ij

so erhalten wir:

R,—RIRI+X RIR,
WO 1

s sz [R]

[RulR;  [RIIR]
o ="Irp

[RulRn — [R]?

Hier bezeichnet [R,] das Resultat der Ersetzung in der Normale [R]
der Richtung R, durch [R] selbst; [RZ] ist das Resultat der Ersetzung
in [R] der Richtung R, durch die zweite Derivierte Ry

Die R sind die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform der Flachen-
theorie, nimlich

: L
) Rm i

2RIR]
[R]?

Die Ri sind die Christoffelschen Symbole zweiter Art, was aus der
Gleichung folgt:

RR,=RIRIR, + X RIRR, =3 Rla,,
1 1

wo die any die Elemente der Determinante [R]? sind.
3. Der Vektor [R,] zerlegt lautet:

[Rm] = MO[R] + EkMkRk == EkMkRk
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wOo
(Rl [Re] _ [Ru] [Re]
oy 3 VA BE

Um den Sinn des Mp= K,, zu erkldren, 16sen wir das System:
[RulR, — \’ MRR, = ¥ Myay =0
1 1

[Ra] R, - Z MRR, — /};kmkakg %)

Aus diesen Gleichungen ziehen wir

T A
My = SR Apm-
Folglich ist
[Rr] [Rr]

Akm:_Mk:_sz [R}Q =

ein Element der zu [R]? reziproken Determinante.
4. Der Vektor [R”] zerlegt lautet.

[Ry] = MJ[R)= 3 MR,

Die Komponenten haben hier den Sinn

ij____[Ri{l] [R] e U

MO i [R]? = Rm
g IRIR K RUIR,  — AwRslR] _ i
Ye="Rml - oRIR) o RP : Ty

folglich ist
[R7]1=R"[R R:,f'?Akak

Geprwmerin. Haykoei sanucky, sun. III
kY
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5. Endlich zerlegen wir den Vektor

i i
3 253 e (R ”
Setzen wir [R]=Ue, wo U=|[R]|, und ezﬂ?ﬂ’ Ghec],
So ist
0 d 0 0

wovon die Beziehungen fliessen:

; b) ) .
sz T :d—x,lgVUZ7 X Ig[R]%

G pu A g 0 R
7%= YRR OV IRE

6. Aus der letzten Formel ziehen wir:

< [ e iz
Zi(dx, dxl) &
< . ki Akp :
(3o g
RN 4 kipk'j AkpAk’p gl
— l/d d)\,] Ekpk’p’RU R [RJ RpRpl =

n
Rik'J AkpAk’p’

.
dxidx; R £ Qpp =
jf‘meoo [Rye e

~M= ~t6= b= ~M=

n S e
dxdx,Ekpk’Rk Rk [[ek]l"v Al

alx dx; X, V RERY Ay

Beschrinken wir uns auf den dreidimensionalen Raum, so bekommen
wir die dritte fundamentale' Differentialform der Fliachentheorie.
7. Die Tangentialebene im Punkte R ist

(X—R)R|=0
Schreiben wir diese Gleichung fiir den unendlich nahen Punkt R-}-dR:
(X— R —dR) (IR] - d[R]) =O.
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Aus den beiden Gleichungen soll nun x eliminiert werden. Dazu trans-
formiren wir die zweite Gleichung folgendermassen:

0= (X —R—dR) (R] +d[R]) = (X — R) ([R]+d[R]) = (X — R) d[R] = 0.

Ordnen wir den Punkt X im geodetischen unendlich-kleinen Kreise um
den Mittelpunkt R ein, so bekommen wir ‘

SRd[R] =

wo OR irgendeine Tangentialrichtung ist. Soll nun die Normalrichtung fiir
d[R] ausgeschlossen werden, d. h. 6 =d, so bekommen wir:

0 = dRd[R] = z\:,- Ridx;.(—1) Eidxl- Ekp o

A . < A
7-{::-?%— Rp —_ — El]dxdeJ Ek kp RpRj
1 1

e 217dxidxf Ekp Ry V?Ig =
; A
—72 dxldvjz R Ep % g]g g =

—— 2udx,dx,Rgf =
12

r

Das ist die Differentialgleichung der Asymptoten, wenn wir uns auf
den dreidimensionalen Raum beschrianken.

8. In diesem Punkte beschrianken wir uns auf den dreidimensionalen Raum:

Die Gleichung der Normale im Punkte R ist

(X —R)[R]]=0 !
X R —=K[R)]

wo K ein Proportionalitdtsfactor ist. | i
Schreiben wir nun die Gleichung der Normale im unendlich-nahen Punkte i

[(X--R—dR) ([R] - dIRD] =

Um die Verdnderliche X aus den beiden Gleichungen zu eliminiren,
bemerken wir, dass, da die Normale zu dR orthogonal ist, die letztere,
Gleichung mit dR scalar multipliziert werden kann und danach folgender-
massen transiormirt:

oder

0 = dR[(X — R — dR) ([R1-- d[R])] =[dR (X — R — dR).
' ([R1=d[R]) =[dR(X — R)|([R] + &[R]) =

— dR[(X — R) ([R] |- d[R])] = dR[(X — R)d[R]] =

| — K[R] [dRA[R]] = K[R] [dR . Ude] = KU[R) [dRde] = 0 = R] [dRde].
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Nun setzten wir statt der Differentiale ihre Werte:
[E Ridx. ""2 XLE sz Akp }_
VIRE
——RI| 3 axan 3, R RR|~
i 1

flkp

VIRP
= *Eljd/n )C]H R i*’élkp*ﬂo (p :':j)'

1

REY & }; dx,dij Ry 5 [R1[RpRy] =

Das ist die Differentialgleichung der Kriimmungslinien.

9. Betrachten wir jetzt das k-te Differential des Vektors R(x) und
bilden wir den Ausdruck
' d*R[R]

SRS mr

3

dessen Koeffizienten die Normalkomponenten in der Zerlegung der k-ten
Vektorderivierten sind.

Nehmen wir die k-te Schiebung der Form D*R, so erhalten wir,
wenn 2 die Zahl der Verinderlichen ist, dass

Sch,(D*R)

invariant und eine Funktion der Koeffizienten der Riemannschen Differen-

tialform ist, nur wenn
H——kt—

Dieser sehr spezielle Ausnahmeffall kann nicht der Forderung der mathe-
matischen Allgemeinheit geniigen. Ausserdem ldsst dieser Umstand vermu-
then, dass das Grassmannsche Gebdude nur ein analytischer Traum sei,
aber keine Ahnung der in der objektiven Welt herrschenden Beziehungen.
Der schérfste und tiefste Ausdruck dieser objektiven Beziehungen ist eine
Differentialgleichung. In der vorliegender Untersuchung beweise ich, dass
der mehrdimensionale Raum mathematisch existiert, und stelle die entspre-
chende Verallgemeinerung der Riemannschen Massbestimmung fest. Ob die
aufgestellten Differentialgleichungen bestimmten objektiven Beziehungen
entsprechen, oder sie sind nur Folgen der Axiome der reinen Analysis, —
diese Frage geht aus den Rahmen meiner Untersuchung. Was aber zu
behaupten ist—das Problem der mehrdimensionalen Riume ist mathema-
tisch vollstdndig gelost.

Um zu der angewiesenen Verallgemeinerung zu gelangen, musste ich
die Begriffe der Determinante, des Vektors und der algebraischen Form
mit verdnderlichen Koeffizienten untersuchen, einige neue Beziehungen
unter ihnen weisen.
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§ 2. Determinantenprodukt

n
1. Wenn wir das Produkt II; a; (i=1, 2,...,n) einklammern, so be-
1
kommen wir, bei passendem Sinne der a;, die Determinante

[H,-a[-] = S(— 1)77 Hiaiji-
Ji

Klammern wir nun jeden Summand der Determinante ein, so bekom-
men wir die Determinante 3-ter Klasse

D) =[ILaj], = SS(—1yn+"1Lay, ;.
Fige :

Dieses Process konnen wir so oft iterieren, bis wir die Raumdetermi-
nante k-ter Klasse gewinnen:

Df =[Haduy =SS, ..., S(—= 1" My, ...

JaJe Jr=1

Diese Verallgemeinerung des Grassmannschen Algorithmus ist die ein-
fachste und praktischste Methode, den analytischen Ausdruck Di ALl
gewinnen.

9. Zum Beispiel, betrachten wir die Determinante 2 Ordnung:

1) —(x%)

2)  — (X34) (X ¥9) — (X4 ¥5) (X5 ¥1)

3) — (X 3421 (Ko ¥o2s) — (%1 1125 (%o ¥o21) — (X1 ¥a21) (Ko ¥170) +
(X1 Y925) (X ¥127) U. 8. W.

3. Wenden wir den Algorithmus auf die Gleichungen
1 gl . o Ho—=1lab -0 )
2 S(—1)eIL @ . S(— 1) 1pbgn = S(— 1) UmZiltimbin

so gewinnen wir entsprechend die Multiplikationssitze von Scott, von-
Escherich und Cayley.
4. Seien nun n Determinanten gegeben

e g(_ 1)a7i111jajklj G —led o)

und sollen wir ihr Produkt bestimmen

Azﬁ—[A[:ﬁi == iﬁ-‘ i, :
: (f( 1) 1Ja]k[j)

: j

In A kann f konventionnell als ein arithmetischer Faktor angesehen

werden, weil die mit ihm bezeichnete Operation eindeutig bestimmt ist, wo
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auch das Zeichen gesetzt sein mag. Folglich ist
n n K n m 5

A=1ILS . IL(—1)y"", .ZI[.ZIja;k“.

1l L7

In dem mittleren Faktor fiihren wir statt des Zeichens II; das Zeichen 2
im Exponenten ein, und im letzten — transponiren wir die Indizes 7 und J

n m n
=L 1)\ TTAE
o 11]’23 i e
Nun sondern wir den Faktor, der sich zur ersten Determinante bezieht,

S—n"
kq

ab, und setzen ihn in der Mitte des Ausdrucks

v

1 SL"[’ m n i
A=ILS(—1)2" S(—1y" . I, IT.d’, .
2 k; £y i 0 Ly

Bemerken wir, dass es in der Determinantenentwicklung unwichtig ist,
zu welcher Indexreihe (von den beiden) sich das Summenzeichen bezieht.
Daher mogen wir die Indizes %, und ; transponieren, indem wir den
Faktor (—1)m ausstreichen gezwungen sind, um die negative Einheit, die
in den ibrigen Determinanten, infolge der Transposition, entstehen kann,

zu vernichten, falls sie entsteht:

n
n ;‘i')t' o ;
A=ILS(—12 . §. I, IT.d", .
i 1k ;
2 ,'i.’i 7 1 1 = 6]

Das Zeichen aber S konnen wir durch 2,,2 ersetzen, denn falls in

“Im
einem Gliede zwei Ind1zes identisch werden, — verschwindet es infolge der
vorgehenden S:

ki n

n ;\:l-)]l- n m - n i
A:]LS(* 1)2 Zflj‘-‘t"'ijmﬂklﬂ}ajkij'
1 1 1

2 Ky

Dieser Ausdruck ist dem folgendem gleich
A4 115(_1)2 I[klszﬂLalk
1
Wir haben also den Ausdruck der Raumdeterminante, deren allge-
meiner Glied
EJHa

l./

ist, gewonnen, wie er im Anfange dieses § festgestellt worden ist.
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Nun aber miissen wir zwei Fille unterscheiden.
5. Die Zahl n der gegebenen Determinanten ist gerade. Das Ersetzen
des Zeichens S durch eine mehrfache Summe ist moglich, weil nach der

U
Absonderung des Faktors S(—1)™ eine ungerade Zahl von S bleibt, die,
ke, k;

falls (—1)m=—1, die negative Einheit wieder herstellen, und wir gewin-
nen,. den Satz:

Das Produkt einer geraden Zahl von Determinanten ist eine Raum-
determinante, deren Klasse ist der Zahl der gegebenen Faktoren, und
Ordnung — ihrer allgemeiner Ordnung gleich.

6. Ist aber die Zahl der gegebenen Faktoren ungerade, so bleibt ihrer
nach der Absonderung des erwihnten Faktors eine gerade Zahl; infolge
dessen kann die negative Einheit, falls sie urspriinglich existiert hatte,
nicht mehr hergestellt werden, —und der Satz fillt.

Ist aber gefillig auch in diesem Falle einen Satz zu formulieren, so
miissen wir vermuthen, dass immer (—1)»=-1, d. h. wir miissen die
1-te Determinante durch eine Permanente (signless determinant) ersetzen,
und wir gewinnen den Satz:

a) Das Produkt einer geraden Zahl von Delerminanten und einer
Permanente driickt sich in derselben Weise aus, wie das Produkt einer
geraden Zahl von Determinanten.

b) Das Produkt einer ungeraden Zahl von Determinanten kann nicht
in einer Form von einer Raumdeterminante dargestellt werden.

7. Ist |az| die Permanente der Determinante |Agx |, so ist

| A [P = ain || Aa |

Eine Raumdeterminante ungerader Klasse i hat i Werte, weil jeder seiner
wirklichen oder symbolischen Faktoren kann als Permanente angesehen
werden.

Eine Raumdeterminante ungerader Klasse kann isomer sein, weil die
Permanente bleibt ungeandert, wenn wir zwei ihrer Zeilen transponiren.

Jede binire Form gerader Ordnung ist als Raumdeterminante darstellbar,
und ungerader Ordnung - nur mutatis mutandis. '

8. Das gewonnene Element der Determinantenproduktes verallgemeinert
das innere Produkt zweier Vektoren, so das wir behaupten konnen, dass
ein Vektor R in eine beliebige Potenz Scalar gehoben werden kann :

n n n b
Ri=a +a,~ 44,
Ist der Vektor R invariant, so ist auch seine n-te Potenz invariant.
In diesem' Sinne konnten wir die scalare Potenzen eines verdnderlichen
Vektors brauchen (*).

9. Haben wir eine rechteckige Matrize, so kénnen wir, mittelst des oben
gezeigten Algorithmus, sie in eine beliebige gerade Potenz heben, indem

[SIE

(*) Im Folgenden Setzen wir immer R" = (R?)".
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die letzte einer Summe von 2k-ten Potenzen aller aus der Matrize zu.
bildender Determinanten gleich ist (Verallgemeinerung des Binet-Cauchy-
schen Satzes). Zum Beispiel, betrachten wir im Raume von n--1 Dimen-
sionen n# Vektoren und bilden wir aus ihnen

1) Die Matrize || a,a,,.-.,ax|-

2) Das vektorielle Produkt

: [y vty
so haben wir :
H [llaz, ceay Ay sz = [alaz, ceey an]Zk-

Wenn wir uns auf den dreidimensionalen Raum beschrinken, so ge-
winnen wir:

“a e

la, b o

= @by (ach 4 (oo

Setzen wir hier #=1, so gewinnen wir die bekannte Eulersche Identitit.
10. Nachdem wir das Raumprodukt von Determinanten untergesucht
haben, wenden wir uns zur zweiten Form solcher Produkte — zum Pascal-
schen Determinantenprodukt.
Betrachten wir den Ausdruck

A=(t-F &+ )"

Es ist zu beweisen, das die Zahl seiner Glieder Nf‘fl ist, wo Nz das b-te
Element der a-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks ist, indem wir uns der
vollstdndigen mathematischen Induktion bedienen.

In allen Gliedern der Entwicklung des A, die den Faktor @ enthalten,
sondern wir den a;° aus den Klammern ab, um mit einer Form X*~7
zu tun haben, deren Gliederzahl, der Vermuthung nach, N:‘:;""'I sei.

Folglich ist

B k—m41
N _Emz\/

n—1

die Zahl der Glieder, die eine beliebige Potenz des a; als Faktor enthalten.
Untersuchen wir nun die Glieder, die den Faktor a; gar nicht enthalten,

unters. Sie bilden eine Form Xf_l, deren Gliederzahl, der Vermuthung

nach, N**7 sei. Folglich ist die Gliederzahl von

n—1
A= (@ +ay+ - Fap
der gesuchten Zahl gleich:
NH L NE — NF,
n—. n n

11. Die Eigenschaft der Elemente des Pascalschen Dreiecks

k
k i
Nn+1 T EiNn
1
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kann in solch einer Form dargestellt werden

k— t+1
nLl EN n’

dass sie folgendermassen verallgemeinert werden kann
k
Je Gt h—it+1 p7i
M= DN TN
1
Um die Richtigkeit dieser Formel zu beweisen, zeigen wir, dass

n-{-m—{—l STh ? NZJ;HN’
In der Wirkliehkeit,
k k k k
SME = 33 i 3, N

k
= k,N o Nm+n+1

Daher kénnen wir schreiben

ENN L

12. Betrachten wir die Glieder, die den Faktor a]° enthalten; da ihre
Zahl N’;_’_’:’“ ist, so enthilt ihr Produkt den Faktor a; in der Potenz ’

mN T = NN,
Folglich, ist der Exponent des @; im Produkte aller Glieder von A
k
m p rh—m4-1
=4 Zm N2 Nn~1
1
und dieses Produkt selbst wird dem Ausdrucke. gleich

k
P=s{gian. an)N'H‘l.

13. Nun sollen die @; Vektoren im Raume von » Dimensionen sein.
Dann ist

k
[a1‘127 e ]Nﬂ+l
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gleich dem Produkte der Glieder des Ausdrucks
A =g, Gurdn L a0,

t Da jedes Glied des entwickelten A eine Form E* der extensiven Ein-

heiten ist, deren Gliederzahl der Zahl der Formen E, selbst gleich ist, so
bilden die letzte eine, mit dem Faktor

k
' e e,,]N"“F1 =]

il multiplizierte Determinante. _
Damit ist der Satz gewonnen: Die Pascalsche Determinantenpotenz

k
[aas, - . o, a,,]NfH—l

| ist eine Determinante, deren Vektoren den Gliedern des Ausdrucks

@ +ay+ -+ an)t

gleich sind.
14. Wenn wir

| o, ou; au;
B Ga e i U e, _f gt
| i ax, € 0x, €2 0x, i

setzen, so wird
d(u)
—d@ = [alag, o sreny a,,].
Um die Pascalsche Potenz des Jacobians darzustellen, bezeichnen wir
folgendermassen eine Form
Nk+l

k
X = Ei i Wi (X) iy
1

wo

B Tt
@, () =a, o 1xz'2’

%r
Lo e i ""x'i’,;

und ay der entsprechende Newtonsche Koeffizient ist. -
Dann haben wir

e
J \Nn-l-l %
(2] " =lot gt M =

1A — | (O
' ‘_'AU‘_—;S![ (0x)sy

S bezeichnet alle Permutationen der Gruppe (/) von Variabeln.
J

(= 1 2B ien N ETY

§ 3. Vektor und Form

1. Der Satz von dem Pascalschen Determinantenprodukt hat, unter
anderen, die folgende principielle Bedeutung.
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Da wir infolge dieses Satzes jede Form symbolisch linear darzu-
stellen gezwungen sind, so gewinnen wir die Moglichkeit konventionnell
die Begriffe der Form und des Vektors zu identifizieren.

Bei diesen Bedingungen koénnen wir die Vektoren in derselben Weise
klassifizieren, wie die Formen.

Wir unterscheiden drei Klassen von Vektoren (¥):

2. Der allgemeine Vektor soll derjenige heissen, der in der Gestalt

einer Form sich mit X bezeichnet.
' Der Golownoj (**) Vektor oder Hauptwektor soll derjenige heissen,
der in der Gestalt einer Form sich mit X7 bezeichnet.

Die Hauptvektoren trennen sich auf gerade und ungerade nach dem
Index n in X.

Der bmare Vektor soll der Form Xk identisch sein.
Zum Beispiel:
iaxs NEF
Z[ aie[:—_;[ Qi @i (X)pi
WO

a, = Qap
e; = (Xt

Homogene Vektoren sollen diejenige heissen, die sich in Formgestalt
mit einem und demselben Symbol darstellen.

Multipliziert werden kdnnen nur homogene Vektoren und das Pro-
dukt soll den Faktoren homogen sein.

3. Das innere Produkt einer beliebigen Zahl von Vektoren ist im
Sinne des § 2 verstanden, ebenso die Potenz eines Vektors.

Das kombinatorische Produkt soll im Grassmannschen Sinne verstan-
den sein.

Es ist zu erwihnen, dass die Hauptvektoren mnoch zwei Arten von
Produkte haben: die letzte und vorletzte Schiebungen, die wir so bezeich-
nen werden:

Sehy (e 2vaund Soh, o (aiags o 2n).

Der Hauptvektor X" hat, ausser den Potenzen (X7)¢, die Schiebung
Sch, (X7, da die letzte, wenn n ungerade ist, identisch verschwindet, so ver-
stehen wir unter Sck, (X)), bei ungeradem ~ die Aronholdsche Invariante S,
die fiir beliebigen n verallgemeinert werden kann.

Der binidre Vektor besitzt die folgende Schiebungsprodukte:

1) Schx(X;) und

2) Schk(Xf) bei geradem k.

(*) Im Folgenden werden wir zwischen Form und Vektor gar nicht unterscheiden.
(**) Golownoj ist die russische Bezeichnung des Hauptvektors.
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4. Befrachten wir NJ*'—1 Hauptvektoren und bilden wir aus ihnen
die Matrize
laay. ... .|
und das kombinatorische Produkt
loa . a
Heben wir die beiden Ausdriicke in die n-te Potenz, so erhalten wir
”alaz...a,-...([’l:[alag...a,-...]”.

Ist die Potenz im Sinne des § 2 verstanden, so erhalten wir die Ve-
rallgemeinerung der Trigonometrie des Riemannschen (sphirischen) Rau-
mes; verstehen wir das Potenzieren im Sinne der Schiebung, so haben
wir die Verallgemeinerung der Trigonometrie des Lobatschewskischen
Raumes nach Poincaré.

5. Jede Form X, ist als eine &-te Potenz eines linearen Ausdruckes mit
vektoriellen Koeffizienten X darstellbar, wenn 1< f.

st 2>, so sind die Koeffizienten Vektoren vom Typus X7,

§ 4. Verdnderliche Vektoren.

1. Wir betrachten den Vektor Xﬁ = U, dessen Koeffizienten von 7 — 1
Verénderlichen x,x,...x, , abhdngen.

Die Forme]
k1

s Sl ()
I

lehrt uns, dass die Mannigfaltigkeit aller Derivierten von der 1-ten bis der
k-ten Ordnung (eingeschlossen) ein kombinatorisches Produkt bilden:

A

| 11, 1T o

- 1 1

Wo Uy ist die i-te Derivierte m-ter Ordnuug des Vektors U:

gall
Ui = 0x;,0%;,. .. 0x;
(siche § 2 am Ende).

Dieser Vekior soll mit [UJ] bezeichnet werden und Normale heissen;
die Derivierten, die die Normale [U] bilden, Tangenten heissen.

2. Die Formel (1) lehrt uns auch, dass irgend eine beliebige Deri-
virte Up,, die nicht eine Tangente ist, ist nach den Tangenten und der
Normale zerlegbar:

s Nt

Un=U' U1+ 3, 3 U0,
1
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Die Bedeutung der Koeffizienten werden wir in § 5 kénnen lernen.

3. Der Vektor U, der von den x; abhidngt, soll mit VV bezeichnet
werden, wenn er unmittelbar von den neuen Verdnderlichen y; abhdngen
wird. Die Transformationsfunktionen ¢;

K= 1)

sollen ganz beliebig sein und Derivierten beliebiger Ordnungen besitzen.
Es ist leicht zu zeigen, das

3 |

(dx)q
wo der eingeklammerte Faktor eine Funktion der Derivirten von y; nach x;,
deren Ordnung hochtens p —m 1 gleich ist.
Es ist zu bemerken, dass das 1% Glied dieser Entwicklung

P-H
—1

(9Y)pr
2 L

von den hoheren Derivierten von y gar nicht abhédngt.

4. Konstruiren wir jetzt die Determinantenmatrize die wir Transforma-
tionsquadrat nennen.

Von einem Punkte O in der Ebene fiihren wir zwei Perpendikuldre
(zueinander) OA horizontal rechts und OB vertical herab. Auf der Hori-
zontale OA messen wir k Strecken, indem die Linge der iten soll
ij“l sein; dasselbe messen wir; von demselben Punkt O ausgehend, auf
der Verticale OB. Wir erginzen die Figur zum Quadrat, und durch die
Streckenenden fiihren wir entsprechend Horizontalen und Verticalen.
Dann ist der Quadrat in Rechtecke getheilt, deren Seiten entsprechend
N;'Hl NSJrl gleich sind. Nur lings der Hauptdiagonale erscheinen, statt
der Rechted{e — Quadrate, weil da r=s.

Diese Figur muss man sich vorstellen oder zeichnen, um den Bewe1s
des folgenden Satzes zu verstehen.

Theorem 5. Die Normale bleibt invariant, bei der Trans-
formation dessVektors U, welche ‘aguch dlie Transiorma-
tionsfunktionen ¢; sein moégen ().

Zuerst beweise ich den Satz fiir lineare @; und zuletzt fiir beliebige ¢,.

Sind die Transformationsfunktionen linear, so reduzieren sich die
transformierten Derivierten auf die 1¢ Gliederreihen, und die transformierte
Normale wird:

1 1
o T T

o1,y

(O)m J

Vi (0X)mi

(*) In diesem Satze geht die Rede von den Verdnderlichen, von denen Formkoeffizien-
ten abhdngen.
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Um sie aus der urspriinglichen zu erhalten
[HmIL sz’];

bilden wir £ Determinanten, alle der Ordnung der Transformationsmatrize,
Dp(m=1,2,3...k) die so aus der letzten beschaffen sind:
1) der m-te Diagonalquadrat ist mit

(a(w)fvf? '
9 (x)
die nach § 2 entwickelt ist, identisch;
2) der iibrige Raum der Hauptdiagonale ist mit Einheiten erfiillt;
3) Der iibrige Raum der Determinante ist mit O erfillt.
Wenn wir die urspriingliche Normale mit D, multiplizieren, so blei-
ben alle ihre Vektoren unverdndert, ausser der Vektoren V,,, die in die-

jenige der transformierten Normale iibergehen.
Folglich, ist

[U1=V] ll D

Da
I
Dm‘(d(x))
so bekommen wir
£ (9 (1) \ T L [0(y)\ M|
n \ Tl
U =0imGe0) = (56 = (G

6. Sollen jetzt die Transformationsfunktionen @, beliebig sein, so
dass wir fiir die transformierte Normale die Gleichung

aln L et
Bopiimiat el (dy)s\(”‘—’”rl):]
== g ot ———
AL 5 0l 55

haben. Um die [U] aus der urspriinglichen [V'| abzuleiten, konstruieren
wir aus der Transformationsmatrize % Determinanten B (m=1,2,. &),
die so beschaffen sind: -

1) der m-te Diagonalquadrat ist mit

(0 (y)\Mn
\ @10

identisch;

2) der iibrige Raum der Hauptdiagonale ist mit Einheiten erfiillt;

3) die Rechtecke, die links von und auf derselben Hohe als der m-te -
Diagonalquadrat liegen, sind entsprechend mit den Funktionen

[ (Qy)\m—r1)

|
\(dx i
erfiillt: o)
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4) der iibrige Raum ist mit O erfillt.

Wenn wir die urspriingliche [V] mit D’m multiplizieren, so bleiben
alle ihre Vektoren unverindert, ausser der Gruppe Vp;, die in diejenigen
der transformierten Normale iibergehen. Aber man muss die Multiplikation
in der vorgeschriebenen Folge

e b s

ausfiihren, um die transformierte Normale nicht ihre Gestalt verliere.
Es ist leicht sich iiberzuzeugen, dass D, =D, .
Daher ist

was zu beweisen ist.

Nach § 2, ist auch [U]™ eine Invariante, als ]2 22
7. Ausser der Normale, hat der Verdnderliche Vektor UEX,’f noch
eine Invariante — die Krimmung K ,(U), die wir folgendermassen kon-
struieren.
Die Form 2
Ll — ¢ U[.l-j—]
[U]?

hat als Koeffizienten die Normalkomponenten U;"; die m-te Schiebung
von DmU soll Kriimmung heissen und mit

B T

bezeichnet werden (m sei gerade).
8. Wenn wir uns der Transformationsformel erinnern

1
Upg = Em
V4

so ist leicht zu schliessen, dass, bei der Transformation der Normalkom-
ponenten U??, nur drei Fille giebt, wenn die hcéheren Derivirten von y
nach x verschwinden:

L) wetinp =1,

2) wenn die ¢; linear sind,

3) wenn p—=~Fk 1.

Die dritte Behauptung ist darauf gegriindet, dass, wenn p=~Fk-}1,die
Normale nur in der 1-ten Gliederreihe vorkommt; daher

Nm+1
n—1 ( (ay)z >(pf—m+l)
i Vm" b (dx)q

1

NP+

S pee (O
Uf [(]]*Zq, Vo (dX)pZ [V]’

wenn eine der drei Bedingungen erfiillt ist.



e ———

TP ——

208 Juri Neuschiiler

Nach dem oben bewiesenen Satze haben wir:

5 et
PN 24" (0Y)py
( d(x)> M qu Vo ey

Wenn wir uns jetzt zur Keimmung K% | (D?U) wenden, so haben wir
nach von-Escherich’s Satze:

- (3 y)\ Nt X ; /0(y)
(d(x)> n771(D U):K 1(DPV)\d X)>

Bei allgemeinem p ist die Kriimmung invariant nur in der projekti-
ven Gruppe.

Ist p=*Fk--1, so gilt die Invarianz in der allgemeinen
Transformationsgruppe.

9. Die Invarianzbeziehung kénnen wir so schreiben

4 e p a(y)\p N”+1(n 1)
Ko (00) =K, _ 0V (3D el

welche Gleichung, verkniipft mit der Gleichung der Normale, die abso-
lute Invariante liefert

]\/k
(K2 (D) e

[U]P_Nﬁ_*_l (1)

welche besonders wichtig ist, wenn p=+%k--1.

10. Wenden wir uns zum Hauptvektor, so bleiben fiir ihn alle Invarianten
giiltig, die fiir den allgemeinen Vektor bewiesen sind.

Ausserdem hat der Hauptvektor X nach eine zweite Reihe von Inva-
rianten, wenn wir die verdnderlichen Koeffizienten Funktionen von n Vari-
abeln uns denken (und nicht von #—1, wie im untersuchten Falle des
allgemeinen Vektors X7).

Der Grund dieses Umstandes ist die Identitit

I n-+1
n-|—1 oy 2 N Nn

die lehrt, dass in diesem Falle tangentiell alle Derivirten von der 1 bis
der n—1-er Ordnung sind, und die Normale

n1Ny
[(J]: [ Hrﬂs Urs]
1 2|

ist.
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Da der Beweis derselbe ist, fiihre ich nur die Resultaten an.

b /M\Nﬁié
1) IU]-[V]\5(x)/ ;

ANT
) ek (4DF

()
2 KU (G 3(x)/ "

J(x)
{Kg (Dp U)}NZ-T-; |
[P

3)

NB den Fall, wenn p=n! Die Invarianz ist dann giiltig fiir beliebige
Transformationsfunktionen ¢

11. Der Hauptvektor X" hat noch zwei Besonderheiten.

a) Die absolute Invariante, wenn p==n, kann von der Begrenzung
befreit werden, dass » gerade sein muss: im Falle eines ungeraden n soll
man den Ausdruck bilden

R Yo,

~ der die verallgemeinerte Aronholdsche Invariante S bezeichuen soll. Die
grosse prinzipielle Bedeutung dieser Eigenschaft des Hauptvektors wird
im folgenden § beleuchtet.
b) Statt der Normale, kénnen wir uns der vorletzten Schiebung der n
1-ten Derivirten
Sl (U, Ussei i 1)

benutzen, um mit ihr die absolute Invariante zu bilden, aber es ist ganz
schwer sie geometrisch zu intetpretieren.

12. Auch die bindre Form hat noch zwei Reihen Invarianten, wenn
wir ithre Koeffizienten Funktionen nicht von einer, wie es die Theorie des
allgemeinen Vektors fordert, sondern von zwei Verdnderlichen abhingen.
Der Grund besteht in der Identitit:

e B

' a) Die 1-te Reihe der binaren Form X} benutzt als Tangenten die n-ten
Derivierten und als Normale — den Vektor

7] [zlz,,, Um]

der immer nur in der projektiven Gruppe invariant bleibt, mir Ausnahme
des Falles =2, der sich zum Hauptvektor bezieht.
b) Die zweite Reihe benutzt als Normale die w’—21—-te Schiebung der
l-ten Derivierten
Sch (U, U,)
2

Haykosi sanucku, sum. 111 14
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die eine absolute Invariante in der allgemeinen Transformationsgruppe
liefert, aber ihre geometrische Interpretation ist schwierig.

13. Wenn wir den allgemeinen Vektor U= X;’ betrachten, als von
einer Verdnderlichen abhingend, so ist seine Normale

W=[UUu”,..., U

Ihre Invarianz kann man sehr einfach konstatieren, womit wir die alige-
meine Theorie, die keine, so zu sagen, ,sinnliche“ Verifikation zul&sst,
stiitzen.

Der Leser mag den Fall selbstindig behandeln.

§ 5. Die Rauminvariante

Am Ende meiner Arbeit gehe ich zur geometrischen Interpretation der
absoluten Invariante des Vektors mit verdnderlichen Koeffizienten. Ich werde
mich auf den Hauptvektor X griinden, doch sind alle Resultate auf den
allgemeinen Vektor tibertragbar.

1. Die Riemannsche Massbestimmung

ds? — (dR)?

geniigt um zu beweisen, dass die Fliche an sich eine Invariante besitzt:
das ist die Gausssche Kriimmung. Wenn wir aber zum Raume von n
Dimensionen iibergehen, ist diese Massbestimmung nicht gentigend — es
miissen, ausser der I-ter Differentiale, auch die héheren eingefiihrt werden,

|

;! ndmlich — R

}] ’ n—1

! @:(2@@)
T

Diese Form ist heterogen, aber wir kénnen ihr eine Gestalt einer quadra-
tischen homogenen Form geben, wenn wir die Bezeichnung der Pascalschen
Potenz des Jakobians einfiihren:

2

Nﬂ

n—1 n

D= Zl.., me, (UinilU"Utet) (%) i (A% )i

z

Die Determinante dieser Form ist invariant, weil sie nichts anders ist,
als [U]? der Quadrat der Normale. '
2. Die absolute Invariante

n n Nn_.%
{K(D U)} n+2

[U]nanﬁ-T_é
ist als Funktion der Koeffizienten der Form @ ausdriickbar.
Da fiir den Nenner der Satz schon bewiesen ist, so bleibt es nur fiir
den Zihler zu beweisen. Es ist noch zu bemerken, dass wenn n ungerade




-
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ist, nimmt die Invariante die Gestalt an
{ K"+1(D"U)}NZ§
0] CNED)

wo K;"“ die verallgemeinerte Aronhold’sche Invariante S bedeutet.
3. Irgend eine n-te Derivirte des Vektors U (die m-te in der Reihenfolge)
Unm ist in der folgender Form darstellbar

o Nl+1 Nﬂ

= Uil U]+2 2, UiV 2 U,

Hier ist U, die Tangente der hochsten Ordnung, d. h. der n—1-ter.

Die Koeffizienten der Zerlegung sind die Verallgemeinerungen der
Christoffelschen Symbole 2-ter Gattung, und sind durch die verallgemeinerte
Christoffelschen Symbole 1-ter Gattung ausdriickbar, was aus den Gleichun-
gen folgt

st N7
( 7?- s ) ‘i‘ 2 U (Us 'm)—;—ZQU’;’” il

4. Die Christoffelschen verallgemeinerten Symbole 2-ter Gattung haben
die folgende Bedeutung

nm Urzm [U]

o SR

Unm Unm [Ulk] [Uzr;m] [U]
o [
i [Unm] [U

= e

Hier bedeutet [U;] die Normale, in der der Vektor U; durch der
Normale selbst ersetzt ist; der Vektor [U]"] bedeutet die Normale, in der
der Vektor Uy durch den Vektor U, ersetzt ist.

5. Die Komponente des Vektors [U;] nach dem Vektor U,s hat den Wert

[Uik] [Urs] [LIIE]_[UP'S]

UslUn] — ~ [UF
der das Element der zum quadrat der Normale [U]? reziproken Deter-
minante ist.
Es ist selbstverstandlich, dass [Usx] nach der Normale [U] keine Kom-
ponente hat. :
6. Zerlegen wir jetzt den Vektor

Nl‘—l—l Nn
Hn—

(U = M U] FE S‘ M’kU,s—}LZ M*U,.
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Die Koeffizienten M haben den Wert:

ik [ ”m] [U] nm
MO = [U]2 Uik 2
e O TIELE

s U |Us

Der Zihler verschwindet fiir alle Komponenten des Vektors [Uys|, ausser
fiir die Komponente mach Uy, daher konnen wir schreiben:

i WU s [UnlUs] __ UmlU] U] [Uss] _
e Urs [Urs] [U]? i ][UP U]
= U™ I[U}TZ"’S_'
Also ist:
r+1 n
nm nm nm Utk U nm Uz
(U™ — UEE L by 2[(]]]{0111@.

Im speziellen Falle haben wir

11~‘) r-|-1 N::
[Unm]* mn E 2 Unm [U [UrS] Urs‘—E Uﬂ”i[ E][J[]UQ] Ug

Im Folgenden werden wir den Ausdruck
[Ual [Ue)
[U]?

einfacher so bezeichnen: (po').
7. Die Derivierte der Normale

Nﬂ

[U]_ dx [Ul= 2 [UZ1¢)

reduziert sich auf die angewiesene Summe, weil die vorangehenden Sum-
manden verschwinden. Daher haben wir die folgende Zerlegung:

[U]= ‘9 U **E U= 2 2 U U"]U[]g S5

oo [Ue] [Ue]
_EM B OF L.

(*) U, heisst die n-te Derivirte, indem wir zu der Gruppe von n— 1 Verdnderlichen
(o) die n te Xy zufiigen.
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Es ist zu bemerken die Identitit

Y dl
>, v =2 y o

e
8. Jetzt sind wir im Stande die (n-1)-te Derivierte des Vektors U

r
darzustellen; zum Beispiel, d(; Unm
0 d nm nm 0
Pl e 2 e el
; i+1

== n d 0 A

o i R

7 Zi ;k< 097 rk Ui + Utk U‘k ) I

N (o0 0 \

+ 2, G Ut U gy )=

0 N
— 55 U+ 3, UPUT U] —
il
nm U ] [Uzk] \ N ;70 ’
iy E 2 Z Y Uow‘ﬁ“ Ut ‘12@9, U, "Uy* (0@ ) Uy -
I—|—1 N7

n—2 n n 0

+ 2 < Ulk Ulk + Ulk 0 ik> "1!'- Z w UZmUQ +
Nn Nll NZ gad N‘,+1
2 Umue U1+ 2 Vol S 56 LS‘ 2 2 o S D

AT N" ‘
[U] nm + V qu Unm+ E U;lme(]J\—*ﬁ
i /
21\/'1-{-1 Nil

e n / 0

2 s U U+ Uy 5o Up+ 2 UrUU,

nmy roQ Ug Uzk
_ZU UO [ [(}J[]z ]Uz>+

ﬂ Nn N:

+zu U"’”+2 Uruss— 3, UsnUST ) ).
.

Stellen wir die n--1 Verdnderlichen (m)¢ in irgend einer andern
Permutation (m')g = (m)@ vor, so bekommen wir, den ersten und den
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dritten Zerlegungsglied betrachtend:

Nn

d (9 rzm' 0 nm 'y rnm'

Tﬁ;Uc, oy CUT— U U™+
N

Y UPU S U = 1

1 <

Das ist die verallgemeinerte Codazzische Formel, indem wir den mit-

tleren Glied identisch verschwinden lassen konnen.
9. Der dritte Zerlegungsglied liefert die Formel:

A
Nﬂ

Usm Y, (UG UEP — L e )=
o Q e Q @
1

T e
oy Yo oy Y

@

er
n
=2 (U= U U (ee):
1

In der rechten Seite der Gleichung haben wir den verallgemeinerten
Riemann’schen Symbol zweiter Gattung, der sich durch die verallgemeinerte
dreigliedrige Symbole Christoffels ausdriicken 148t.

10. Die absolute Invariante

fl—l

KD U)j Nore
(= Mige)

als eine Determinante n-ter Klasse n-ter Ordnung, bei geradem n, 1afit
sich als eine Funktion solcher verallgemeinerten Riemannschen Symbole
darstellen, was aus den Bildungs nnd Zerlegungs Gesetze folgt.
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