Sur une propriété des polynomes,
Serge B_m“;astein.

J’al établi linégalité suivante 1): si I est la plus g grande valeur
absolue d'wn polynome de degré m & coefficients reels, sur le SGJ?)’LB’]’Lt
(—1 —{4) et M son module en un point & extérieur a ce segment, on a

M < LR, (9)

o B est la demi-somme des aves de Uellipse passant par le poimt & et
ayant —1 el’ 41 pour foyers. _
3 La démonstration s’'appuie sur un théoréme 2) qui n’est démontré
que pour ¢ réel et qui doit étre modifié si § est un point complexe quel-
conque. Il convient donc de reprendre la démonstration de cette inégalité.
A cet effet, désignons par P(z) le polynome de degré » 2 coeffi- .
cients réels qui regoit le module M au point & et s'écarte le moins pos-
sible de zéro sur le segment (—1, —-1); soit L cet écart.
Je dis que le nombre de points #,, #,,...z, ou lécart maximum
T est atteint avec des signes succéssivement comralres n’est pas inférieur
. En effet, si on avait k< m, on pourrait former le polynome de degré »

Q)= P(z) +Ae—¢&) (x—§) (a—y)). . .(z—yi_1),

1 g est le point conjugué de &, et y;, ¥s,...yx-1 sont des points quel-
“onques séparant les points x;, #,...2. Dans ces conditions, en attri-
snant a 4 une valeur assez petite de signe convenable, on verrait que
U(x) s'écarte moins de zéro que P(z) sur le segment considéré et d’autle

part
QE=PL().

!) Page 15 du mémoeire «Sur l'ordre de la meilleure applo‘ilmatlon etc.» (publié
U Academie Royale de Belgique) et page 18 (13) du mémoire «O Hamryumems mpu-
cuin HempepuEBHENXD (yHknifi> (CooOmenis Xapskoscraro Mar. O-pa . XIIL 1912 E.).
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Cela étant, en reprenant la partie correspondante du raisonnement
fait pour démontrer le théoréme (2),. on trouve que le polynome P(x)
satisfait nécessairement & une équation différentielle de la forme

i i (1—“”22((2:"2)5’ —9 [P, (1)

ol les nombres réels @, y, d, satisfont & l'une des deux inégalités:
—1<B<y<d, ou bien 1=g=y>d, & moins que P(x) ne soit un
polynome trigonométrique, au quel cas 8=y =4d.
Admettons d’abord que le point ¢ n’est pas intérieur au cercle C
construit sur le segment (—1, 1) comme diametre; c'est alors le der-
? nier cas qui se présente, P(x) se reduit nécessairement au polynome tri-
gonometrique. En effet, supposons le contraire, et soit @(z) un polynome
5 coefficients réels qui a le meme module M au point § et qui reste
constamment inférieur, en valeur absolue, & L sur le segment (—1, —+1).
Dans ces conditions les polynomes P(z)—@(x) et P(2)-@Q(») auront le
g signe de P(x) en tous les points, ol P(z) atteint son écart maximumni,
de sorte que, si 'on désigne par ¢, ¢y,. .., 0 les racines de P(z)—@Q(x)=0,
et par B, Bas- .., Bu celles de P(x) + @(x)=0, on aura

n—1 T

: —1<a1<cosTn<a2<...<cosﬁ<a,l<1

P et (2)
=1 b4

—1<;@1<cosTn<ﬂg<...<cos£<ﬂn<1.

B D’autre part, le fait que P(§) et Q(§) ont le méme module, a comme
I conséquence que les vecteurs P(§)—+ @(s) et P(§) — Q&) forment entre
! eux un angle droit. Il s'agit de faire voir que ceci est impossible avec
i la distribution des racines exprimée par les inégalités (2). Or, l'angle
', entre ces vecteurs est nécessairement plus petit que celui qu’on obtien-
'! drait, en déplacant autant que possible.vers la droite les racines d'un
| : des polynomes, et vers la gauche celles de l'autre. Donc l’argument de

n P50
P&)—Q(§)

e y E+1 = Do .
| est inférieur & celui de ‘g_'_l , ¢’est a dire est inférieur & un angle droit,
R | puisque & n’est pas & lintérieur du cercle C.
Ainsi, avec cette restriction au sujet de &, le théoréme (6) est exact,

et linégalité (9) en résulte.
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Il reste donc & éxaminer le cas, on § est intérieur au cercle C.
Soit, pour fixer les idées, 1 <<y <4, et posons

P=Leose,  x=cost.

L’équation (2) devient

= (0—a) . (de
2 Leip e MG S SR U D g
L2sin2z — W L sinez v
ou

d_z L6 B—=x % f—cost

Z Viy—a)(d—z) = V{(y— cost) (d — cost) |

et, puisqu’on peut prendre z=0, pour t=0, on a
puisq :

t_k(/a’—lcos t) dit

rn 0 V(y-cost) (d -— cost) :

(3)

Posons

§==c08(a — bi) = % [(¢*+e~") cosa—i (e'—e~?) sina],

b etant un nombre positif, ce qui signifie que § se trouve sur une ellipse
E ayant —1, 41 comme foyers, et R — ¢ pour demi-somme des axes.
Il s’agit donc de donner umne limite supérieure du module M de

P(g) ZLCOS; = 25(9175 = e—i';)’

By, el (8 —cost) dt
0 V(y—cost)(d‘-cost)'

En désignant par ¢ la valeur absolue de Ia partie imaginaire de ¢,

on a évidemment

M= |P@©)| < Leb.

Mais pour calculer la partie imaginaire de &, nous pouvons prendre

Vintégrale depuis 0 & @, et ensuite depuis jusqulad a—>bi, en remarquant

» la premiére intégrale ne contient pas de partie imaginaire. Ainsi, on a

a=¥. (R — cost)dt

0 = + part. im.Sﬂ (4)

Ju Wy =leos #)(d—cost)
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est atteint. Parmi tous ces polynémes il y en a un qui correspond &

1 :
:—1——|—b5’ pour lequel ce module maximum, égal &

SE i)
Vifbe’

est le plus petit. On voit par cet exemple que si 'on admet au concours
les polynomes & coefficients complexes c¢’est le polynome

r—bi  bPx+bi

12 1L

R(z)=2—

qui réalisera le minimum.

Sans insister sur I'étude générale de ces polynomes qui viennent
remplacer les polynomes f{rigonométriques, lorsqu’on considére les coeffi-
cients complexes, je me bornerai & établir 'inégalité suivante:

Si L et A somt respectivement les modules maxima, du polynome
réel P(x) et du polynome complexe R(x) de degré n, qui s'écartent le
moins de zero sur le segment (— 1, 1), en recevant le module M aw
méme point §, on a

19| I~

o ®)

L'inégalité 2 < L est évidente. Pour montrer que 2£ < A, posons
R(zy= A(z) +iB(@),

les coefficients de A(x) et de B(x) étant réels. Si 2, et i, sont respec-
tivement les maxima de | A(x)| et de | B(x)| sur le segment, on a

Aoz hys ik 5
D’autre part,

e A L

21;!4‘1(5),}-1‘”:- ; /~2£|B(§)[-j{>

el k
|4 [+ | B&) | 2|BE)|=M;
donc
2= L.
Par conséquent, :
I R

=g I d






