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Un théoréme sur les fonctions continues
par G. Grousinzeff.

Considérons une fonetion réelle uniforme

= (@)

bornée et définie pour toutes les valeurs d'une variable réelle # dans
Vintervalle quelconque borné (e, b), exiremités comprises.

- Soit 4 Dlaffixe d’une valeur de x dans cet intervalle et soient
M Al A ot

o(f, )=, 4)—m(f, 4)

le maximum, le minimum et Loscillation de f aw point A 1).

La fonction f(x) est dite continue dans Pintervalle («, b), si par-
tout dans cet intervalle w est égal & zéro.

Au point de vue de la théorie des ensembles les fonctions continuese
Jouissent d’une propriété remarquable:

Etant donné dans Uintervalle (a, b) wn ensemble fermé quelcongue,
Uensemble des valewrs correspondantes d'une fonction continue sera auss
fermé. _

Je n’ai pas &4 démontrer ici ce beau théoréme, da & M. Jordan 2).

Nous allons nous poser la question, si cette propriété est caracté-
r1st1que pour les fonctions continues?

Un exemple trés simple nous montrera que le théoréme réciproque
de celui de M. Jordan n’est pas vrai.
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1) V. par ex. Basre. Lecons sur les fonctions discontinues, pp. 70—71.
2) Cours d’analyse. t. I. 2-e éd. pp. 51—53.



et en général
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La fonction est évidemment discontinue, mais aux ensembles fermes
des z correspondent toujours les ensembles fermés des 7

En effet, & chaque ensemble fermé des z dans lintervalle (0, 1)
contenant le zéro comme point limite correspond un ensemble fermé des
¥, ayant le zéro pour point limite unique; & un ensemble fermé des x

n’ayant pas zéro comme point limite correspond évidemment un ensemble
fini c'est & dire fermé des .

Démontrons que, si a chague ensemble infini et fermé des valewrs
de la variable indépendente correspond lowjours wn ensemble infini et fermé
des walewrs de la fonction, la fonction est continue,

Nous devons dans ce but entrer dans quelques détails sur les facons
dont la fonction discontinue se comporte au voisinage d'un point.

Considérons sur I'axe des y I'ensemble E qui consiste de point f'(4)
et de limites vers lesquelles tendent les valeurs de la fonction f(z) auprés
r==A et dont M(f, 4) et m(f, A) sont la borne supérieure et la borne
inférieure.

Remarquons, en passant, que l'ensemble F est fermé, le mode de
démonstration étant le méme que pour les ensembles dérivés; en particu-
lier £ peut se réduire & un point—c’est le cas de continuité iy

Désignons par G l’ensemble des points d’un intervalle suffisamment
petit OD contenu dans («, b) et dont A est un point intérieur et par H
l'ensemble des valeurs de f(z) correspondantes; tous deux sont évidem-
ment bornés.

Désignons enfin par A’ 1'ensemble limite pour CD = 0 de 'ensemble
dérivé de H et par H, I'ensemble des points de F non contenus dans '

Ce sont les y des points infiniment voisins de notre point qui sont
situés seulement sur les droites paralléles 4 I’axe des .

1) K ne doit pas étre necéssairement fini.

Voiei un exemple d’une telle fonction dans Pintervalle (0,1).

Eerivons la variable indépendente @ en systéme décimal.

Soit =1, si x est une fraction infinie. Lisons x, sl est une fraction finie, de
la main droite a gauche et faisons y égal & la fraction ainsi obtenue, Si par ex.,
=201 0130

Soit enfin y=1, si w=1 et si x=0.

Il est évident que y sera toujours compris entre 0,1 et 1 et que, quelque soit
x, y peut s’approcher autant que l'on veut de chaque nombre compris entre 0,1 et 1.

C’est & dire que I'ensemble F pour = quelconque contient fous les points de l'intervalle
de 0.1 o1
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Chaque point de H ', soit e¢;, est au contraire caracterisé par la
propri¢té d’avoir dans ses environs un nombre infini de points de H non
égaux a e.

S'il en était autrement, on pourrait prendre CD assez petit, pour
que H mne contienne prés de e, que des points égaux & e;, done e, serait
un point de H,, mais non de H'.

- Si f(4) wappartient pas & H', joignons le a H,.

Alors E, qui est I'ensemble limite de H pour C'D < 0.

E=H-1H,.
En général H' contient des points non égaux & f(A).

11 nous est important de considérer les cas particuliers suivants:
1) H'=0 H, = 0.

Telle est la fonction du premier exemple dans tous les points ou

1 :
x=;®-, n etant un entier.

-

2) H' ne contient qu'un seul point f(4); H,=+ 0.

Puisque dans ces deux cas H; & 0, il y a aux environs du point
z=A une infinité de valeurs de la fonction 6gales entre elles:; autrement

- dit il existe un ensemble des z, infini et ayant 4 comme point limite,

anquel correspond ume valeur de f(x).
Prenons de cet ensemble un ensemble particulier & point limite unique
A et ajoutons y le point A. Nous aurons un ensemble infini et fermé
des z, auquel correspond I'ensemble des y, qui contient deux points au plus.
Done, si la fonetion f(x) a au moims dans wn point des singula-
rités de ces deux espéces particulicres nous pouvons toujours choisir un
ensemble infini et fermé des x, Uensemble des y correspondants étamt fini.

Revenons au cas général. :

H; différant de zéro ou non H' doit contenir alors au moins un
point distinct de f(4), soit e,. :

L’ensemble G de points de Dlintervalle CD, auquel correspond H
entier, a entre autres points limites le point 4.

Rejetons de I'ensemble G tous les points dont les ordonnées sont
précisément 6gales a e;. Comme nous avons dit, I'ensemble des = ne
se reduira pas alors & un nombre fini de points.

De cet ensemble resté des x nous prenons un ensemble infini parti-
culier G,, fermé et & point limite unique A.



el b

Quant & l'ensemble correspondant des y, soit H,, il ne le sera pas
car e;, qui est un de ses points limites, ne lui appartient pas.

Done, st la fonction f(x) a anw moins dans un pont, la singularité
d’espéce que j'ai appelée générale, nous savons towjours prendre un ensemble
fermé des z, tel que Uensemble correspondant des y me soit pas fermé.

En résumé si & chaque ensemble infini et fermé de valeurs de la
variable indépendente correspond toujours un ensemble de valeurs de la
fonction qui est aussi nfini et fermé, la fonction est continue,

Donc le théoreme réciproque & celui de M. Jordan n’est vrai que
sous la restriction indiquée ci-dessus,

11 est évident qu’une telle fonetion ne sera pas la fonction continue
générale: quelques fonctions continues avec une infinité des maxima et

S o : :
minima (par ex., # sin E) et les fonctions qui sont constantes dans quelques

intervalles ne jouissent pas de cette propriété. .

Considérons la classe de fonctions continues caractérisées par cette
propriété.

Je dis que c¢’est la classe des fonctions dont la fonetion inverse
a partout un mombre fini des valeurs.

En effet c'est dans ce cas seulement que nous ne pouvons pas
choisir un ensemble infini des «, I’ensemble correspondant des y étant fini.

Done, ce sont les seules fonctions continues telles qu'a chaque en-
semble infini et fermé des # correspond un ensemble infini et fermé des y.




