06 oAHOI reoMeTPUYECKOI 3ajade, CBsI3aHHOM
c Teopueil (PyHKLMIA

B. JI. 'onyapoB

IIyers f(x) ecth GeckoHeuHO- Audepennupyemas (QYHKIHA Bee-
CTBEHHOI'O IIePeMEHHOr0 z: OHa HA3HBAETCA AHATHTUIECKOH B TOUKe z=t,
eCaJH B BTOH TOURe pasjgaraeTcd B Ppalx Toeltopa, cxomdamuicd i
| z— 1| <, THe o — IONOKATENBHOE YHCI0. BepXHAA rpaHHIa R 4ucex ¢
Ha3HBaeTCH PAJILyCOM CXOIAMOCTH QYHKIWH /(2) B TOUKe =1 H FBJIIETCA,
OYeBHIHO, - (PYHKIHEH OT 1:

R = R(t),
saJaHHOM /A BeeX BsHadeHmit ¢, THe [(r) — aHATHTAYECKAL PyHE-
nma. Pag Tefimopa paer ,OPOAOKeHHe* (YHKIUE B KOMIUIEKCHOMU
06J1aCTH. _

Hac mHTepecy®T ciaexyoIIde BOIPOCH:

1) Kakue cpoiicTsa XapakTepusyloT (yHKIEDL R(f)? HHadge: KakHe
VCIO0BHA ABJIANTCA HeOGXOMUMHME K JIOCTATOMHHMH, 4YTOOH JaHHAT
¢pyuknus R() Moraa G6HTL PacCMAaTPHBAEMa, Kak PaHyC CXOAHUMOCTH
HeKOTOpo# HYHRIHE f(z) ?

2) Ecam samama ¢yHknua R(t), yIOBIeTBOPANINAA STHM YCIOBHAM,
T0 9TO MOMKHO CKas3aTh 0 KOMINIEKCHHX 0COOCHHOCTAX (YHELHH [(z)?

T. k. COBOKYHHOCTh TOYeK, rje f(r) —He aHaJUTHIECKad, T. €. COBO-
KYIHOCTH BCIIECTBEHHHX oco0eHHOCTeH [(z),—3aMKHyTad, TO JOCTATOTHO
OTPAHHIHTHCA PACCMOTPEHHeM IPOMERYTKA CMEMHOCTH, Ije [(r)— aHa-
JUTHYECKAL.

BrRegeM cHadasa Heo6XOOMMHE YCJI0BHA, KOTODHIM YI0BIETBOpHET
¢yarnna R(f). IIpemme Bcero:

B e e G

W3BecTHO, UTO PAZEYC CXOJHMOCTH B TOUKe { PaBeH PacCTOAHMIO BTOH
TOURH 0T Girmskaiimmeif 0coGeHHOCTH (YHKIHHA. BEYTPH KPyTa € IEHTPOM /4
H paguycoM R() mosTomy HeT ocoGenHocTeid. IIycTh TOUKa f; HAXOMUTCH
BHYTPH 3T0r0 Kpyra, T. e. |tz—1| < FR(t); Torga He MIOJKHO OHThH
oco6eHHOCTE! BHYTPH Kpyra C LEHTPOM f; M pajHyCcOM Rt)—|ta—t],
H, CJIeIoBAaTeIbHO, R(lp) > R(t) —|tz—t1|, mam E(t)— R(ty) L|th—tz].
‘Beaegersre (I) HepaBeHCTBO TO CIMPaBeINBO H I 3HaYeHH i f, TaKHX,
aT0 |f2— t | > R(t), & IOTOMY — JULT BCeX SHAUEHUH t X f2. Mensa poan




A0t

t | 1, moxyuum R(;) — R(t) <L |ti—1;|, @ HakoHel, IJd BCexX 3HAa-

TeHHH 14 " 15
[R(t1)-—R(t2)|<|ti—12|. M R

Homyctum Temeps, 9T0 # <t < t3, t3—t < R(ty) + R(t3) . O603HAIHM
gepes C; RPYr ¢ MeHTpoM #; u pagaycom R(t) (=1, 2, 8). Kpyru C; u C3
B3aMMHO IlepecekaioTcd *) B TOYKAX, KOODIHHATH KOTOPHIX HAKTCA Yypa-

BHEHHSIME
(e —h)? + y* = R(t), (r—1B)°+ 9 = Bt;).

Oyuruua f(r) He UMeeT ocoGeHHOCTell BHYTpu kKpyroB Ci u Cs, T.E.
Omuswaimas K lp ToYKa KOHTYDa, OIPAHHYABAOIIEI0 GUIYPY, COCTABIEH-
HYK H3 BHYTPEHHOCTeH 3THX KPYI'0B, €CTh TOUKA HX B3aHMHOI'0 Iepece-
YeHHd, 10 [i(f;) He Mo:keT OHTH MeHBIIe, YeM PACCTOSIHHE f; 10 BTOH TOYKH.
Rpagpar aroro paccTtosHHA paBeH

1
iy

[12(l) (fs — o) -} (&) (fz — ty) — (2 — 11) (fa.— b3) (—11) ] ,

OTICyJIa, IToJy4daeM:
1 1 £3 o] e
b Iz sl g S
By =& B(y—4 Rde)esn |

Hepapenerso (III) mokasamo mpm yeaoBum 13—ty < B(fy) -+ B(f).
[Tyerp, Teneph: 13— (; > B() + R(t;). B arom caydae u3 (II) BHTekaer,
SCJH NONLYCTHM 1 Lt -+ R(t): ’

R(t) > [R(h) — (1 — b,

H T. K B HallAX IPEIMOJOKEHHAX
[R(t) — (=2 > L [t (5—t) + B2t (ta—t) — (b)) ()],

To mepapencTso (III) morasamo mua 1, <t -+ R(%). IlomoGHmEM e 0GpasoM

OHO pacIpoCTpaHAeTcAa Ha clay4dal f > {3— R(/3), IpAHEMasa BO BHHEMaHHUe,

uto, Beaencreue (I1):
Bo(lz) > [B(ls) — (13— ) ]2

Bripasxkenne _

Half) (ta—ta) -+ B} (o — 1) — (G — s — B} (5 1)

He GoJpime HYyJd Ipu t,=t 4 R(t) B ,=8—DR(f3), © T. K. 0HO IpeJ-
cTaBlsfer €000l TPeXWIieH 2-# CTeHeHH ¢ IOJORHUTEIBHHM CTapIIHM
K02 (pHIIMEHTOM OTHOCHTEJNBHO l, TO OHO OTPHIATENbHO HIf t + R(t) <
<ty <t3— R(t3), u mepaBencTBo (I1I) omsark-Takm cobmomero. Hrak, (I1I)
HEMeeT MeCTO IpPH eZHMHCTBEHHOM YCJOBHE i < fp < 13,

(amerny, uro (II) me caexyer ma (III): Tak, maa R()=Yt, 0<t; <
<tz <13<1, (III) ynosaerBopaercd, Torida kak (II) — Her).

*) B camom jnexe, ¢ ommoll cTopoEBl f; — ¢, < R(t;) -+ R(%;), W, ¢ npyro#i, BcIen-
creue (I1), t; —t; > | R(t;) — R(t,) |-



BuseneMm Heroropme caegctsusa ms (I-I10).

Bexepcrsue (II) (yrrnms R(1), 09eBHIHO, HeMpePHBHA.

Ycaosne (II1) osmawaer, uto GyHEUMA R (f) — 2. KOHBCKCHAS.

- 9TOr0 TOCTATOYHO, YTOG YTBepMIATH, UTO PYHRIESL 5Ta (a, CIEI0-
BaTeabHO, U (PYHERIHA £(f)) WMeeT BCOAY NPaByl H JeBYH IIPOA3BOJHEE,
KOTOPELe MOI'YT OLITH PA3THIHEMH TOJBKO B HCUHCIIMOM aHCAMGIe TOUCK .

Mu 6yneM o6osHauaTh depes Rail) & R;(t) IIpaByld M JeBYI IIPOU3BOJ-
oy ot R(?).

[TpousBoaHELe R,}(t) 7 By(t) YAOBJIETBOPSAIT HEKOTOPHIM HEPaBEHCTBAM,
KOTopHe BETekaloT, u3 (11I). UMeHHO, 3aMeHAs 1, 1y, 5 uepes t, t; -+ h, { (b > 0)
H Iepexold K mpefeny 1pH k>0, TOJYIHM :

S(2) —8(t1)

W (t) > Lo by

—l—=f) « 0. wEa@)

Tar ®e TOYHO, 3aMeHSd Iy, 13,13 qepes ty —h,ty, 1p:

: S.;(fx)}/s(ffj:i@—(fz—m i e
H emre: :

Sty <PE20 4y L)

Sy’({Z)<S(t:2):i“1)+(12—i1) i et o Y

Bee yernpe HepaBeHCTBA mpemmonaranT t < f,. Ho B3 HAX BHTEKAeT
IJId BCeX 4 | 1y:

(ty — 2 — (b — 1) Sy all)) + [S(t) — 8] =0%) -. . . . .(6)
SaMeHHM B (2) # U 1, 4epes t Wi-h, © mycTh h>0:
B Ll o b e
Otcona caemyer : i
Balll e Rall) o oo ot ota s e et )
Brraren (1) m3 (4):
Splte) = Sulhe) < Bellpty) {TIDE BTt} i iais 150 54B).
[TosTomy : 7 :
t— R(t) Ra(th) <tz — R(t) Bylta) (upu tr<Cha) - . . . . (9)
O0ImeIpHEATH 0603HaYeHEA: limg (f+ k) =@ (140),lime (t+ k) =@ ({—0).
h>0 h<0
h>0 h>0

Mlokamem, uto mpeseasl Ry (14 0) 1 R, (i 0) CYLIeCTBYIOT W PaBHE
L4(t). I0MOKAM BpeMeHHO : :

Faltys 2= By Bl « £, = t— BEYBy(b).
(7) 1 (9) mawor:

HPH 4 <fg =

Fo(t) < Fal?),

<F
Fa(t) < Fylta).

’ E ’ ’
*) Sg,d(t) 03HAYAEeT, 4YTO HepaBeHCTBO CIpPaBeNJIHBO, Kak AIA Sy(f), Tak H A4 Sg(t).
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Orcwona:
Folt) < Falty) < Fy(ty) < Fulty),

T. e. Fy(t) 0 Fu(f) — He yGmBapIIHe PYHEIHH, Tak 9TO CYIIECTBYIOT
npefieasl Fy(t+4-0) B F, (4 0).
Hepasencrsa,
Fy(t4-1) < Fa (0 + By < I (t -+ 20)
B Iipefese IpHhl>0 1aK0T:
Fd(t-}—O}:Fg(t-}—O) .

Ryt +-0) = R)(t+0),= L.
ITO 03HAYAET, UTO 1A h II0JNOMHTEIBHEX I JOCTATOYHO MAJHYX

(- <he):

[TosTomy

L—s<Ralt+ 1) < Byl +h) < LAs.
OTcioya AcHO, 9TO LI 0<hy, hy<hs.:

L_e<@+7hl)__b)(t+h2)<j; e ®)
]Z1 —hz

SaCTaBILd CTPEMHTECA K HYJID CHAYATA hz, oTOM R', momy9mM:
L—e < Ri() < L+,
OTKY1a, OKOHYaTeJbHO, BHTERAeT :

Rf+0) =R (t4+-0)=Eit). . . ... .. . (10)
CoBeprrenno Tag e :
B —0) =Rfl—0)=E.(). .. ..... AL1)

Mbl aiiMeMca Teleph BTODHM H3 II0CTABICHHEY BOIIPOCOB — 0 DasHi-
CRAHHN KOMIIEKCHHX ocoOeHHOCTell yHRNEE f(z), ecan R(1) IIpezona-
raercd samannoit, [Ipeamonaraercd, gro K(l) ymoBaeTBOpSAET He0OX0 THMEM
yeaosuan (I-I1I), a, caemopaTebHO, HMEIOT MECTO Bee BHTERKAKIIHEe U3 HAX
crencTsud. T. k. KOMILIKCHHE 0COGeHHOCTH [OMTAPHO COIIPAMKeHH, To
A0CTATOTHO OTPAHHYHTHCS HCCJIeTOBAHHEM IOIYIIOCKOCTH ¥ >0,

Dynem o6osmagars qepe3 C({) RPYT CXOLHMOCTH

TP R B, . (12)
NpH | 2| 10CTATOYHO MAJIOM KpyT C(i+4h) nepeceraercs ¢ kpyrom C(1) (1T).
Buyrpu C(f) mer ocoGemnocreir, o Ha camom Kpyre — ecTh, BIIPOYeM, He

Ha Toil myre, KOTOpas HAXOTHTCH BHYTpH Epyra C(t4k). Touku mepece-
UeHHSA KPYToB HMeT aleimccy

L e

*) Teopema 0 KOHEYHOM NpPHPAIIEHHH: eCJIH dynxuna f(z) B npomexytre (a<z< b)
HMeeT TpOUSBOJAHEIE [,(T) = fg(:r), H eCIH B 3TOM DPOMERYTKE M < fd, A®) < M,

TO M <@:ﬂl) <M.

b—a



Hpr k>0 abcumcenl 0co6eHHOCTel He JNOJKHH ITPEeBHINATH 3TOr0 YHCIA.
Bripa:xenue, crogriee B KBaJPaTHHX CKoOKax, Bcaencrsue (III) y6uBaer -
BMecTe ¢ h. IlopToMy, Nepexons K Ipeleldy, BHIHMM, UTO aOCIIHCCH 0CO-
OeHHOCTeH yYIOBJAETBOPAIT YCJIOBHIO:

x<t—%s;(¢),
TouHo Tak ke ¢ moMoIIpl0 kpyra C({+h), h< 0, DOJYYHEM:
=~ 1 .
'r/f———é—Sg(f) =

SHATHT:
LS BB v == RO Bl {1\ Lt

Eemn Bj(f) = Ry(t)— R/(), T0 Ha Kpyre C() HMeeTcs OJHA . eTHH-
CTBeHHAd (B IIOJYIJIOCKOCTH y_>>0) 0COGEHHOCTH, KOODIHHATH KOTOPOH —

r=1—R({R'(l)
G BV = B S o o e w a 1AL

Ecam e R,(f) & Ru(l), T0 Ha Epyre C({) MomeT GHTH HECKOIBKO 0CO-
GeHHOCTEH, KOTOPHE BCe JiekaT HA Tyre, olnpeneideMoit (12) u (13). Ity
IyI'y — HJIHA, B CJydyae BHPOMK[EHHS, TOUKY — OyneM o6osHauaTh L(1).

O6paTuM BHEMaHWe Ha HepaBeHCTBO (9). UHO 103BOJHET yTBEPIKIATE,
qT0 IpH t <t abeumeca BCAKOH TOUKH IyIr'd L(4) He IIPeBHINAET
adeuacen aw6oit TourH AyrE L(tz). B vacrHOcTH, ecam ayrd L(h) m L(ty)
BHPOKIAITCA B TOYKH, TO ATH TOYKH MOTYyT H COBHANATh, H B 9TOM
caydae COBMAMAOT Bee TOURHE L(f) (< t<h). Torma nudpdepennuaasHbe
ypaBHeHUd (14) 1aI0T:

RO)—V(FaP+ ¢ .

OJTO NPOMCXOJMT, HAP., €CAU O0COOEHHOCTU ~— H30JHPOBAHHEE TOYKH.

S yrBep®Ian, UTo B caydae, ecan R,(f) & Ru(f), T. e. myra L(!) He
BHPOXKTAeTCA B TOYRY, 00e KpaliHHe ee TOURH, HMelIIHe AaGCIHCCH
in(t)R;(I) n t—R(i)R;(i), ABJAKTCS ocob6eHHOCTAMHA. YT06 ybeIHThCA
B 3T0M, IOCTATOYHO NMPUHATH BO BHUMaHHe, 4TO COBOKYIIHOCTL O0COOEH-
HOCTell — 3aMKHYTAs, M YTO B JI0G0H OKPECTHOCTH PacCMaTPUBAeMOM TOYKH
HMeTCcsT 0Co0GeHHOCTH. B caMoM fejie, MH 3HaeM, 4To Ha Ayre L(t-h)
nMeeTcs 0COGEHHOCTH Pj, ¢ KOOpILUHATAMH

& — ({4 h) — R(t 4 h)os

& e
Cane Ri+wVi1—a,

IpH 4eM : ,
Rt RS vl BB o ov uona o l0B)

Kpajgpar paccTodHus TOYKH /> ¢ KOOpIHHATAMH
z=1— R(I) Ry(1)
y= RV 1— R(1)
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oT To9K® P, (h>0) paBeH .
[(R(t+hyos— ROOE(D) — kP [R(t 4+ W)V 1—d2 — RV I—REDP -

Tak kar npH h—>0 ¢, CTpeMHTCH K sz(t) (BcaemcTBHe HepaBeHCTE (10)
" (15)), T0 W paccrosHdme PP, CTpeMHTCA K HYJIO.

M3 mpermecTByomero $CHO, 9TO Bee AYTH (Ham TOYkH) L(f) o6pa-
3yoT KpHBYH sKopaana, KOTOPYIO BeAkad IpAMad, IIapajliebHasd MHHMOI
OCH, TIepecexaeT He Gosee, yeM B OJHOH Touke. Ilyers M mw N —1ouknm
Iepecedenusd Takod IPAMOH COOTE. ¢ BEMIECTBEHHOH OCBI ¥ 3T0H KpHEBOIL
Torma ma Bcem orpeske MN, Kpome, MOKET-GHTb, TOUKHM N, (yHEIHA
f(x) — ananHTHYecKad ; TOUKA :Ke N B TOM TOJBKO CIydYae MOKET He GHTD
0CO6EHHOCTBIO f(x), €I OHA — BHYTPEHAAA TOUKA OTHOM U3 oyr L(t).
B wacrnocrn, ecim ¢yEKuma R(f) nugdepennmpyeMa Bo BeeM pacema-
TPHBAEMOM IIPOMEMKYTKe, TO Hallla KpPUBAf-—B BTOM CIydae o06epTKa
KPYTOB cXONHMOCTH C(f) —ABIAeTCS eCTECTBeHROM TpaHALel PyHKIHH [(z).

Temeps MH MoikeM BHIeTh, 4T0 yeaoBms (I-III) me Toxpko Heo6xo0-
TEMH, HO M TOCTATOYHH JJA TOro, 4To0H K({) Onna paBHA pPaTHyCy
CXOIUMOCTH HEKOTOpo# (hyHEUHH f(2). Pas yexosma (I-III) BHmodHeHEH,
TO MOSKHO ITOCTPOHMTE IYTH (MJIH TOYKH) L(/) YKasaHHLHM BHILIE GIIOCOGOM.
IMycre E—COBOKYIHOCTD TOYEK, COCTABICHHEX H3 KpalHuX Tovek AyT L(f)

#=1—R{R, i)
y=RO)V1—RZ,1).
T. k. ora COBOKYIHOCTB, KAK BHTeKAET HEIOCDPEICTBEHHO H3 IIPEeIH-
AYIIero, — 3aMKHyTad, TO MOMKHO yKasaTh (PYHENUIO f(z), III KOTOPOH
COBORYIHOCTH ocoOeHHoCTell ecTh F. MH y6eqmMes Temeps, 4To Takasd

pynrumsa f(r) B T09ke =1 WMeeT paJHyC cxogmMocTH R(t). B camom
fene, paguyc cxonmMmoctH f(zr) B TO4ke M(1,0) paBeH minimum’y pac-

crosumit M P, xorga P mpoGeraeT Belo coBokymHOCTH E. Ho
ME* = [(t— ) — R(t) By a)]* 4 B2(t) [1 — BZa(0)]
= (t—t)"— (t—1) S,.a(t) + 80),
= ¥, 4(1).

It t =1
Pya(t') = S(') = (1),

Jlma BceX NPYTHX 3HaYeHWH ¢, Bcae/[CTBHe IepBeHCTBa (5),
alt) — BA1') = (t — )2 — (t—1') S,.a() +-S() — S(') >0,
Tyall) > BA(1).

[oaToMy min. MP*= R('), 410 H Tpe6oBaI0Ch TTPOBEPHTH.
B sakanyeHHe — HeCKONBEO OOINEX 3aMeYaHMUil 06  0GepTEaX KPYros
¢ LeHTpaMH Ha BellecTBeHHOH ocH. (J6o3Hauad, KAk Hpewmze, depes R(/)
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lpaﬂnyc Kpyra, UEeHTD KOTODOTO ecTh /, IIolydYaeM YpaBHeHHA OGepTRH
B mapaMerpmdeckoit popme (14). Orcioga cIemyer:

dg __~ BY) dz/ E7(ty

dr™ y1—Re) = A= ROE"()— R%(l)) (1 — R2Q)*

dl’ 1 dzy r & dy
HHrepecHO, 4TO T He 3aBucHT OoT K''(f), a s or B"'(1) ; sHak P
BCerja TOT ke, 4TO ¥ 3Hak R'(f), Tak 4TO B COOTBETCTBYIOIIHX TOYKAX
06epTka y=—y(z) OTHOCHTEJHHO BO3DACTAHHA W YOHBAaHHA BegerT Cels

Tak, e, Kak JaHHag kpmBag R — R(f). To ke caMoe cupaBeJJIHBO OTHO-
S
CHTENBHO ., H R'(t), ecin :
— R(t) R'(f) — R%(t) =1 — (R(1))" >0.

JTo mociaeHee HEPABEHCTBO, MeRIYy MpoumM, ecTh caeacTrue (III).

JII06ONBITHE WTepaTHBHEE CBOMCTBA 06epTOK ,,BHCIIETO IIOPSIKA“.

[Iyers y=y(x) ecrtp HavaabHad kpuBad ([). IIyers xpusaa (Li)
omrpefesseTcs MapaMeTpAUYeCKAMA YDABHEHHAMN :

Xy =2x—uy dy
(L1){y "—U]’/ IZ’ rue J ﬂ!l;’

u, paaeiie, (Lpiq) (n=1,2,...) OIpereadlTCd YPaBHEHHAMH :

T4l = Tn—Y Z/: ’ iry, .
(]‘H—H) { ki 9 V : 1, ; LJE .f/-n:dT.
7/11-}-1 = ym 1‘——J "
Torma
dp=—=8 = ”7/J ‘ l y" S CIZ.UH : i
o=y V1 —ny? 1/ 1—ng? " did (A—n) )0 —ayP

Ho Gosee mogpo6HOe HccaegoBaHHe 00epTOK KPYTOB He BXOJUT
B HAIy 3a7a4y.

W. Gontcharoff. Sur un probléme géométrique fourni par la théorie des fonctions.

Résumé. Soit f(z) une fonction analytique d’une variable réclle z, définie
dans un intervalle quelconque fini ou infini; soit B = R(f) le rayon de con-
vergence du développement Taylorien au point #=1¢. La fonction KE(/) satis-
fait nécessairement aux inégalités suivantes:

Rt)>0 (I) ‘ l I [ 1 g
Bltd — Bl | < [h—n] @ " . P
| B(ty) () | <|th—1t2| I RA(t;) — 11 R2(ty) ——1'2 BA(lg) ~ é

Inversement, une foncticn R(/) étant donnée qui satisfait- & (1-III), il
est possible de construire une fonction aualytique f(z) dont le rayon de con-
vergence au point x=t¢ soit égal & R().

*). La condition (IIT) nous apprend que la fonction R2(#) — #2 est convexe, Cette remar—
que est due a M. P, Moatel.
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La connaissance de la fonction R(f) permet de faire certaines conclusions
relatives & des singularités de f(z).On forme Iensemble des points de coor-
données (1 — R(t) R'(f), 4 R(t) /1 — RK'’2(t)) pour les valeurs de { ou R(f) est
dérivable et des points des arcs de cercles

o {z—ku) B() Lz <1— Ri())

pour les valeurs de t oi R(f) n’est pas derivable, Dexistence des dérivées

droite et gauche Ry(f) et R,() ¢tant une conséquence de la condition (ITT).
Cet ensemble est une courbe de Jordan que chaque droite paralléle & I'axe
imaginaire ne rencontre qu’en un seul point, La fonction f(x) est holomorphe
dans la région située entre cette courbe et 1’axe réel; d’autrepart, la courbe
elle-méme consiste des points singuliers de f(«), excepté les points intérieurs
aux arcs L(f) au sujet desquels ou me sait rien. Enparticulier, si la fonction
L(f) est dérivable dans l'intervalle entier, la courbe de Jordan considérée est
une coupure pour Ia fonction 7(r).



