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Sur les polynomes multiplement monotones.

Par Serge Bernstein.

Nous disons qu’un polynome P(x) est monotone d’ordre & - 1 dans 'inter-
valle donné, lorsque toutes ses dérivées des h 4 1 ordres sont non négatives
dans l'intervalle considéré. !

Nous allons résoudre ici les deux problémes suivants:

1-er probléme. Délcrminer Voscillation minima dans Uintervalle (—1, +-1) |
d'un polynome Py (x) = 2" 4 pan—1--, . 4 p" monolone d’ordre h -1 dans cet !
intervalle. ;

2-¢me probleme. Ddéierminer Uoscillation minima, dans Uintervalle
(— 1, + 1) d'un polynome P, (x) de degré non supérieur @ n, monotone d'ordre
(h 4+ 1), si sa dérivée premiére recoit dans un point de cel intervalle la valeur 1.

Commengons par résoudre le premier probléme. Je dis que la forme
nécéssaire du polynome P, (z) que nous pouvons sans restreindre la généralité
supposer non nézatif dans D'intervalle (—1, 4-1) est

P.)=\ @=2lg(ds, . ... ..... ()
g
ou ¢ (2)>0 dans cet intervalle: _
En effet, si on avait PY(—1)>>0 pour une certaine valeur k<h, le
polynoms2
PP (—1) (@4 1)
0 (@) = P, (@) — Lo D@ L)

aurait également ses dérivées des (h-l-1) ordres non négatives dans l'inter-
valle (—1, -+ 1), car on a QY (.r)r:Pff) () pour + >k, et par conséquent,
O\ (), étant croissant, est positif pour # > — 1; donc, puisque @4 " (—1)>0,
07" (2) est également positif pour #>—1, et ainsi de suite.

Supposons pour fixer les idées m — h — 1 =2m pair. Alors ¢ (2) =u?(2)
est un polynome de degré n.

En etfet, si on avait

¢ () =5(2).q ()

ot q(z) ne posséde que des racines extérieures a l'intervaile (—1 1), on
pourrait diminuer la valeur de l'intégrale |

41
(1 — 2 (2) d ~




S

eu remplacant @ (¢) par la fonction également positive 2s(z), ol 2<gq (2}

dans notre intervalle. Mais s(z), étant de degré pair, ne saurait étre que de
la forme

s =A(z—a)P(z—a)P ... (— )2 (1 —22) . . . . (2)

ou bien
sley)=d(e—a;P ... (2—a)® . . . . . . . (3)
la constante A4 devant étre positive; or, pour la premiére forme cela n’est pas
possible & cause de la condition que le coefficient de la plus haute puissance

de z doit étre positif. La forme (3) est donc seule admissible.
Si m— h était pair, on trouverait pour s(z) la forme

Aie=apm (asa e Lly. 0 DuL @)

Par conséquent, nous sommes conduits & déterminer le minimum L de

I'intégrale 3
+1

5‘ (1—2)"u?(2)dz,

i

lorsque le coefficient de 2™ dans le polynome u (2) de degré m est égal i

/'n(n— 1)..(n—h)
e

Done u(z) est a un facteur constant prés le polynome de Jacobi de degré ne

=1 1 dam

Pm, h (x) == zm- m l (1 o .Z‘)h W" (1 iEa x)-m +h’(.1 -‘}_ x)m s e (5)‘
Ainsi
G 20 ! nm—1)...(n—h) : ;
Sl T e l/ h! L v+ o (6
et puisque
E2 i+ 1
— 2 P2 '3=—~-2 ,
L SRR s
donc T'oscillation minima cherchée
i Skl 2n . (m 1) nn—1)..(n—h) _ =
ez Lng n  [(n—1)..m—mE h! e
o [+ 212 . ,,
—2 e 1Im T~ o b (Ty

Pour =0, la formule (7) se réduit & la formule connue de Tchebyschef.
Dans le cas, ou le segment (— 1, 1) est remplacé par un intervalle
quelconque ,/, on a manifestement

0= (£ Zun = e 0ttt I

== (m—1)lEZm)ihl



-}

et e

Nous allons discuter les formules (7) et (8) pour = trés grand, en faisant
successivement les trois hypotheses: 1)% —> 1; 2) % —> a; 3) ﬁ —> 0, ou
n
G a1k

Remarquons auparavant que

Lm,._H_ (m4-h+41)2
10, — TR D [H’ (h+1>]

Done, pour !>1, Lmh augmente avec m, si m reste invariable, D’ailleurs, si m
étant fixe, » augmente indéfiniment depuis O, LY, crofit depuis la valeur
) (my?.

(2ml)? 2m!

Dans ce qui suit, nous supposons que m croit indéfiniment.

jusqu'a la valear asymptotique

1)%’—+ 1. En appliquant la formule de Stirling, on trouve

m h 2o+ 2h 41 s
Lm,h — 2h +1 : ( + ) 1 Vﬂf’n =

o ek
Don_c

log Ly~ (h=-1) log 2R log (1‘_]_,%) o, (1+ Mih )+

+1710gjrm=(h—{—-1) log 2+m———+ (7, Q(Tﬁi—m_)'{')"—

m2

m2 m2
(h—i—m 9(h+m)2+ )—]———logxmm (el e 2 T 2h. Zkpwm) : s

m3 m3 1
— logmm

+ g 6(h-—[—m)2+2

Tn supposant que dans le second membre on ait pris tous les terms qui ne ten-
dent pas vers 0, ainsi en admettant, par exemple, que%—+ 0, on aura l'ex-
pression asymptotique

Lyp~ P+ o=+ 5 Y am
et en tout cas

Lop=2+1e— 509V am, . . .. .. . (10)

3 m -
ou & tend vers O avec—ﬁ. De méme

B :
Lg3h=—_‘22 a+ l/.n:m e s oand s (LRSI

Done, pour 1>1, L34 eroit indéfiniment, tant que - 1. Au coniraire

pour 11, Lf,l,),,. tend wvers 0,



2) Soit e 0<a<1. Posons

h 2m —~+ R ‘
m——p’ E(m ——q ........ (11)
Alors (9) prend la forme :
3 1 2(!‘”—{»’!) i
LmlN e ﬂ' e e 8 R
2 LIOP(ZQ)Q] pq (12)

done

Lo~ (l)n .(_17),;._1 am_o (Al_)" ((L‘{;‘a‘_)ff)"_l /mm(13)
2] \2qp 2q 4 a =

Par conséquent, en posant
e (1+a) e

a/a

et en remarquant que, & croissant de 0 & 1, 4 croit depuis 1 jusqu'a 4, nous
trouvons que Ly, fend vers O tant que

4
= (15)
au contraire L(,f.),,. eroit indéfiniment, lorsque l>%. En particulier, pour
l:—j—, on @ LN% i il =
pq

Done, la grandeur mazima 1 du segment o Ioscillation peut tendre vers
0, augmente de 1 & 4, lorsque a diminue de 1 a 0. ‘
IT nous reste &4 examiner le dernier cas:

3)%—» 0, En supposant d’abord que A —>oco, nous pouvons appliquer la

formule (9). Alors

log Lup N(h-[—%) log%+(2m +2h+1) log (1_}_%) i
—(2m+h+é)log(2+%) +(h+1)10g2—l— log am =

m 2m2

_—_(h—{—%)log (zm——)log 5 - (2m—|—‘>h—[—1)[————|— ]

(2m+h ek )(Zm g}%—{—...)—l—%lognm

4m

; =
h+— ph(1 4 €)
Lm,),=(1%) Z—e——2‘2—m—V2.757n, s e e T .(16)

~<h—|—%)log 2m10g2+—10g27’m+h+

Done




; h :
ou ¢ tend vers 0, comme -, D’ot

B +3 ehli +©) |/— :
Lmh—2n+2m(h) . s 116 B

Ainsi Lﬁn);, tend vers O toutes les fois que !<C4. Le contraire a lieu natu-
rellement pour [>4; en particulier, pour =4, LD, est de . Vardre

Ikt l/_
= m ..
(2 m)
Si A reste fini, la conclusion énoncée subsiste qualitativement; mais la

formule (16) doit étre remplacée par
k41 ('}’)7, + h)Zm —+ 2k 41

L~ = hiet~ (2m+ Ry +h
7T h 2m 4 h hh+1 mh+1
T Rl (1 s 2m + h) e Wm - 17
et
1\n (‘2}?‘l)h+1 [\n ('I’b—— 1)h—}-1 .
*) Lo ok heli R RS b ] S
Lmh (4> Wl 2% (4) r S L bis)

Avant de passer au second probldme remarquons que la forme (2) corres-
pondrait au cas, ou le coefficient de 2» serait —1 au lieu de--1, et un calcul
semblable donnerait pour Poscillation minima L,,,h dans lintervalle (— 1, 4+ 1),
la formule

I én ml(m— D (m-Fh)(m-4h+1)!  m4h41
it (n— 1)1(2m)! h! = "

Tor e )

Comme on pouvait le prévoir Ly, et L, ne différeront sensiblement que
dans le cas, o %~ est grand vis-a vis de m.

2, Passons a présent & la solution du second probléme.

Démontrons d’abord que la forme nécessaire du polynome Pp(z) est encore
la méme:

x :
Pn(x):j (FemtPpleds, 5 000 e i)
]
ol (p(z) >0 dans lintervalle (—1,-1).En effet, il est évident que le point (),
ou P, (z) atteint la valeur 1, doit étre §=1, car c¢’est en ce point que Po(x)
est maximum, puisque o (x)>0. D’autre part, si @ (z) est un polynome de
degré non supérieur & # on doit avoir

TR bape anyte 0] T R S R SR

(en admettant, comme nous le pouvons, que Py(— 1)=@(—1)=0).
{ela étant, si le polynome cherché F,(x) n’avait pas toutes ses h pre-
miéres derivées nulles pour = — 1, on pourrait construire le polynome

: 55103



= 85 —

(x—[—l) ,, (-—1), qui aurait également ses

o Q)= (z + P(—1)F..+-——

dérivées von négatives avec R'(1 ):Pn(l), Mais & cause de (1Y), on doit avoir

P(1) — Q(1) .
R(1 :wP 1) n(l)a
i Pu(1) — Q'(1) .

donc P.(z) a la forme (1).
Je dis que ¢(2) =wu2(2) on hien @(z) = u2(z)(z-}+ 1), suivant que son degré
m—h—1 est pair ou impair.
En effet, il s’agit de rendre minimum !'intégrale
+1
| a—sroeras
—1
sous la condition que

=+ 1

P_;(l):S (l-—z)"‘%p(z)dz:%. ..... . (20)
=
Soit
£
j 2(1 — 2 —1s(2)d>
b=14 P s Soe AT

on aura (b|<(1, en supposant que s(z) est le produit de tous les facteurs
de ¢(2) qui correspondent aux :racines « de ¢(2) telles que —1 <a< 1.
En posant alors ¢(2) =s(#).¢(2), on pourra choisir une constante 1< 0 assez
petite pour que I'on ait dans I’intervalle (— 1, 1)

ey =g(2) +-Az=b)>0. . .. ... .. (22)

Si g(2) ne se réduit pas & une constante, le degré de g¢,(¢) na sera pas
supérieur & celui de ¢(2), et par conséquent le polynome

Q) = 5 (2 — 2)hs(2)qu(e)dz
|

sera de degré non supérieur & =, en satisfaisant, & cause de (21) &la condition

@(1)=nh ‘ (1 —2)* = 1s(2)q1(e)dz = Pi(1) .

v
— i



)

Or,
Q<1)=Pn(1)+7~j (1 — )z — Bys(a)dz = Pa(1) —
-1
ot 41
~—Z§ (z—1)(z—0)(1 —~z)"—1s(z)d5=Pﬂ(1)—2[j 221 — 2 —1s(2)de —
1 —1

41
—bJ‘ 2(1—2)— 1s(z)dz]<1’,,(1)
b
en vertu de la relation
pet ' ot +1
J 2(1 — z)""s(z)dz.jﬂ (L—2)t—1s(2) dz >U‘ 2(1—2)h— 1s(z)dz]2
- i

Donc q(z) est une constante, est notre affirmation est démontrée.
Pour fixer les idées, placons nous dans I'hypothése ol n—h—1= 2m
€st pair,
Nous devons done¢ minimer 1’intégrale
o

j (1 —2)2(2)dz,
—
scus la condition que
+1
Y (1—-—3)"“1-u2(z)d~=%, ....... (20 bis)

=it
oll u(s) est un polynome de degré m
u(z)=4d,+ 4,24 .+ 4ns".
On doit done avoir pour un choix convenable de la constante 2
+1
(1—2)—1(z— Du(z).2*dz =0 (k=0, 1,...m)
=11
Done, <! faut que
(z—).)u(z):Pm+1‘h_1(z) ..... o e (23)
soil le polynome de Jacobi de degré m-1 (& un facteur constant preés) qui
satisfait précisément aux conditions que

1
S (l—2)" =1 Puy1si(2) « *de=0 (k=0,1,..,m) . . .. (24)
i



Alors
T 1
(1 —&)'u2(2)de = &( (1 —2)(1—2)— ()=
Iy e :
+1 :
= = Z)Jﬁ (1 —2) —i()dz = 1/;7 . (25)

£
Done, le minimum -cherché L, sera réalisé, si A sera la plus grande
racine 2(,,]::}_'}) du polynome de Jacobi Elavepet, il 2]
Par conséquent escillation minima cherchée est donnée par la formule

h
o _ 1 — 254 1
n — h TR .

. (26)
En particulier, si k=1, le pslynome Py an—1(2) se réduit au polynome

de Legendre de degré m -1, et on a dans ce cas
Ln—::l—lm‘-}—], SELS e el 5 et Ot st .(27)

o0 Am 41 est la plus grande racine du polynome de Legendre.
Examinons ce dernier cas. L'équation de Legendre ne se résout d’une
fagon élémentaire que pour m <4 (c’est & dire pour 7<10). Ainsi on a

1 s
L2=1, L4:1—'—::§:0,423, L6:1—l/§$0225,
V3 5

e (

/ e [rm—

8. 2. /0 5, Bl
Li=1— —-I—_l/— 0 TR *Jr"“l/* 0,094.
g=1 ]/ = HS Y 50,188, Ly=1 V o T 5V = +0094.

_ Pour trouver la valeur asymptotique de L,, posons =1 —y; I’équation
de Legendre prend alrrs la forme hypergéométrique

28)

\

F(m-;—z,——(m—}-l), 1,%)::1—(772+1)(m+2)%+..—]—

. (m—+ k1)) Ak —
ie _’— (B1)2(m — /u+1).7(_ ?:) el

La plus petile racine de celte équation sera done la valewr cherchée de L,, on
n=2m -2, :
Par conséquent, pour » trés grand,

L= - :
5 L jmfry 20

ou lim @, =a est'la plus petite racine de l’équatidh de Bessel
m = 00

J(V26) = 1—g+%(g)z+...(T1!)§(—‘5)k+...:0. .80y

2
On trouve

\

TR RS e e LA S
a4 0,01 pres, ;
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~ Revenons an cas général. Le meéme changement de variables conduit
4 mettre le polynome de Jacobi sous le forme hypergéométrique

7 (wij_{»h—i—l,— PR 1 %) = '(171+1)§z7z£f—h'+1) %4}. s

: (m-+1)...om+2—k)(m+h+1). .(n+h+E)/ )\ o 1 X
SR B 1. i 1.5 ("E) Ao

Si y est la plus petite racine de cette équation, on a

s
e s i a0

En particulier, pour m =0, ¢’est & dire n="h + 1, on a la valeur évidente

TET eSS
Ln -'—k—i—l——”.-

Pour m=1 (n="h+3), on a
m—1)n—2)—V2(n—1)(n—2) [ n—2

n(n— 1) (k—3) =2|am—3)

2 i
——lﬁl/ﬂ;‘_‘? e e R R S T
n(n — 3) mw—1 0
On vérifie aisément d’une fagon - générale que, si m étant fixe, b croit

indéfiniment, I'équation hypergéométrique a pour limite
TAL -+ 1
(-

L(n,-—3) —9
n

; =03

donc dans ce cas également

2 :
JS}’Y)N;;- D e el LR . = T e e T e (35)'

Supposcns au contraire h fini et faisons croitre m indéfiniment. Alors en
posant

—;-(m—{—l)(m—{—h—]—l) y=4u S nstniasl L1608
nous voyons que « tend piur m—»co, vers la plus petite racine de ’équation
de Bessel :

»];,_1(2]/5)—_—0,
qui pour h =1 = 4 & 6 0 8 9 10
est 6gale & w,=41,444 3,671 591/10,146|14,38/19,28| 24,9 | 30,8 | 37,4 | 44,9
panr =i 2= 13 14 e & e =EE S PR = O
est égale & w, 52,9 60,8 | 69,7 | 79,2 | 89,3 100 | 111 | 123 | 139
Dcne pour h= | 2 3 4 5 G T 8 9 i0
limite de m2L{’=+2,89 8,67 | 4,39 | 5,09 |5,75|6,43| 7,1 | 7,7 |8,318,98
poar h=11 18 | 44 L ah L 15 a8l 10 1B L 10
limite de L% 4-9,56/10,13/10,72| 11,31 | 11,9{ 12,5 |13,06/18,67|14,21 -




-

EANE .

On apercoit que lim mnLl) =0, si m et h croissent tous les deux infi-
‘niment; c’est ce qui résulte du fait que si on pose u =th,
Ji—1(2/th)=0 ténd vers e—t—o, lorsque h—»>c, Ainsi le produit
(m 4 1)nLY qui pour m=0 est égal & 2 croft infiniment avec m; de méme,
si k croit de 0 & l'infini ce méme produit croit indéfiniment depuis la valeur *) 4.

Il est probable que dans tous les cas, pour = tres grand, on a

I'équation

ngL("')
2\h+18 R (37)

N

Donc, si k est de Vordre m, LY sera de Vordre de %

iy = = : h—1
Je me bornerai & prouver cette derniére atfirmation. Posons b
Considérons I'intégrale

'___—'(,{’

+1 -

M=J (1 — 2)%,(2)d>,

—1

- (3B

00 @y(2) est un polynome de degré 2m -1 non négatif et croissant.
En vertu d’un résultat connu **), on a dans tout intervalle

1 (m+eai-1)!m+a+42)!
PO <gmF TG Dt X - (39)

Or, nous pouvons mettre le polynome P,(z) sous la forme

z h—1 5
Pn(-x):.j‘ (x —2) gede, ., .. . .. (1
|
-0l ¢(z) est non négatif et croissant. Ainsi L est le minimum de I'intégrale
+1
| 1—2p=19, (0

o

-1

(Y

-30us la condition que
+1

1
— =2y (N > = &
51(1 z2) @, (2)d: g M,
e

Mais de (38) nous tirons, en remplacant « par h —2

1 (m -+ h)! fPimf)(h—1) ,
P - [(m+1)z(h—i)!] (m - h) #

(m = B2n+9) 11 :
T TR (= 176 =), 27

*) Voir la page 50 de mon livre ,Sar les propriétés extremales etc“,
**) G. Pélya und Szegd ,Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis“ t, 1I. p. 97.



e

Done
1+ apm--2
¢1(5)<[(1_—_‘_—g)___] l‘_[: 2m+2y__
(aV 2 )° 2z 2
Il en résulte que
1
o2m +2 Mgk —1
o :
(1—2) —2g(e) de T o e (40)

=
d'ont
=0
= P M[ sz+zdb_1] 5
(1 —2)"—2¢,(2) de > 1-m =M (1—¢)

1
s :
ou ¢ tend vers O avec W si

0%d° <1,

¢’est a. dire pour
2

“a 942
d<(1+a) e (41)
Aprés avoir ainsi fixé J, remarquons que
=5 1=
(=2 =gy(&) >0 f (1 —2)=2g, () > Mo(1—e).
= S
Donc

J 5 ket | ,
Ln>7Z—:I(1———8)>—e—2(h—_F%‘)—2 Wy Ty Sy (42)

- 2
pour % et m trés grand, Comme d’autre part, on a evidemment L”<I? L, est

bien de I'ordre de o (ou %), lorsque k et m sont du méme ordre. D’ail-

h
leurs de I’inégalité (42) il résulte qu'en général
Wl — =2 ‘
h_—_——l_>?°:’.".'.“."'(43)

si b et m croissent infiniment d’'une fagon quelconque. L'inégalité (43) que nous
venons de démontrer est un peu moins forte que la premiére partie de 1'iné-
galité (37), dont la démonsiration exigerait une étude plus compléte de la
valeur de la plus petite racine de I’équation hypergéométrique (32).
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*) @) Cm. Legons sur les propriétés extremales et la meilleure approximation des
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b) Ipyree moxasaTenncTBa OTAHYHEIE OT HameTo cu.: M. Riesz, Jahresb. d. d. M, V.
1914. XX erp. 854; E. Riesz, Comptes Rendus sa 1914 rox erp. 1657; Fekete, Crelle 146,
cTp. 81,
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it



Sur quelques cas des groupes finis sans la loi de I'inversion univoque.

par
A. Suschkewitsch.

1. Nous considérons des groupes finis, dont 1’operation est uniforme,
associative, mais pas invertible uniformement. Ces groupes représentent une
généralisation des groupes ordinaires que nous appelerons ,classiques“ pour
les distinguer de nos groupes généralisés. J'ai prouvé *), qu’'un tel groupe
généralisé a toujours un sous-groupe spécial K**) que j’ai nommé ,le noyau*;
ce groupe K est composé de r.s groupes classique C,y (x =1, 2,..7; 1=1,2,...s),
simplement isomorphes deux & deux et sans €léments communs (chaque paire;
leurs unités meéme sont différentes). Cette composition s’éclaireit du tablean
suivant:

A S N R
[ | e
Bi=|Cu+Cn+...+Cx
oty ol +
Bz': ! 012 + sz ........ C,-z
+ |+ o+ -
++ + -
Bl bibai i s g

Les A, sont des groupes avec la loi gauche de l’inversion uniforme;
de méme signifient les B, des groupes avec la loi droite de [Iinversion
uniforme.

De plus j'ai éxaminé des propriétés de ce type des groupes, dit ,groupes-
noyaux“ et j’al trouvé le moyen de les représenter tous. :LX savoir un tel
groupe-noyau est complétement défini, si 'on connait:

1) le groupe classique C,; =C (comme groupe abstrait);

_ 2) les nombres r et s;

8) tous les produits EynE, (# =2,.r; 2=2,..s), comme des éléments
du groupe C; les £, signifient les unités des groupes C. .

Ces 3 conditions peuvent étre choisies arbitrairement.

*) Voir ma thése ,Teopusa meficTBrd, kaw o6mas Teopud rpynn”, Boporex, 1922, Ch. VL
#%) JKupHBIE MPHQT B3AT BMECTO I'OTHIECKOTO PYKONHMCH.

e
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Des groupes avec un seul coté de la loi de l'inversion uniforme aiasi que
des groupes classiques forment des cas spéciaux des groupes-noyaux, si un des
deux nombres r, s ou tous les deux sont égals a [Tunité,

Rappelons encore quelques formules concernantes des groupes-noyaux et
faciles a démontrer. On a:

LB S s g

C-/,;-\ ,"{m:o‘p.}, 0w W ok me v e W ke i W (.2)
ou plus précis: A,; étant un €lément de (,;, on a:
Ay_)_ CH‘" == C:J.;\ s C‘{L\, Ay_)‘ = 07_\1 P e (Za)

G étant un groupe quelconque et K son noyau, on peut toujours trouver
dans G des éléments X et Y a propiriété suivante :

XG:B-L; B o lee o e

(p. €. on peut prendre pour X chaque élément de B; el pour Y chaque élé-
ment de A,); on aura aussi:

ZGY =M B0 =BTC =K igiarai unasnidl

Svit £ un élément quelconque; ses puissances ne peuvent pas étre toutes
différentes; le cas suivant doit donc se présenter :

Pitm— pi

Les plus petits possible des nombres & et mn doivent s’appeler k— le genre,
m—ordre d’6lément P. Il est clair que le genre d’élément appartenant & un
groupe classique (ou plus généralement, & un groupe-noyau) est égal & 1'unité
(ces éléments doivent aussi étre appelés classique).

Les éléments du groupe &, qui n’appartiennent pas a K, nous partageons
en deux classes: la 17 classe est formée des éléments, dont une puissance
quelconque (et par consequent toutes les puissances suivantes) appartient a K;
la 2% classe est formée des éléments, dont aucune puissance n’appartient pas
a K. Il est clair que, P étant du genre k et de la 17 classe, P* est la plus
petite puissance de P qui apppartient & XK.

De méme distinguons nous entre les sous-groupes de G ceux qui ont des
éléments communs avec K (et que nous appelons de la 17 classe) et ceux
qui n’ont pas de tels élements (nous les appelons de la 2- classe); les sous-
groupes de ce dernier type sont formés exclusivement par des éléments de la
2% classe. Il est facile de voir, que chaque groupe G qui a un élément P de
la 29 classe a aussi au moins un sous-groupe de la 2% classe, p. e. le
groupe {P}, formé des puissances de P. Un groupe G qui n'a pas de sous-
groupes de la 2% classe soit nommé ,du premier rang®™. Si un groupe G a des
svus-groupe de la 2-4¢ classe et du premier rang, nous appelons alors G ,du
second rang“. En général un groupe G soit du rang =, lorsqu’il a au moins
un sous-groupe du rang n— 1, mais pas plus haut.



2. Prouvons encore quelques théorémes généraux.
Théoréme 1: Tout sous-groupe d'un group2-noyau est aussi un groupe-
noyau (ou un des ses cas spéciaux).

r 8
Démonstration: Soit K= 3, A, = > B, =X (,; legroupe noyau, K'—
‘I‘:‘l Pl

72— 3

un de ses sous-groupes. Prenons un des groupes C,, ; K' et C,; peuvent otre
sans éléments communs et peuvent aussi en avoir; dans ce dernier cas tous éléments
communs de K' et O, forment un groupe D (K',(,;)==C,;*), qui est clas-
sique, comme un sous-groupe du groupe classique C,;. Supposons de plus que
K' contient un élément Ap, du groupe Cu,; K’ contient alors le systéme
€, 4p., qui a autant d’éléments divers que le groupe C'y;; de plus on a:
Ly Apy == Clypy < Uy **); (’aprés (27)); nous ne pouvons pas encore affirmer que
0’y soitun groupe; en tout cas le systéme (', produit un groups {('w;} =~ C"yy,
qui est contenu en Cp, et en K'. Cela établi, nous trouverons de méme fagon
que le systeme C”,; E,;=C,;, avant plus d’éléments divers que C/,; est aussi
contenu en K' et en C,,; c’est une contradiction, car (', =D (K, Cy). Par”
conséquant, il est: {(/p;} ==C'p,, c'est & dire C'py est un groupe. Il est, de plus:
{'y; = D(K',Cp;). Nous trouverons de- méme, K., étant l'unité de C'y;:
€' Epy = C'uy. 1l s’ensuit de cela que (', est simplement isomorphe avec
{,;, car 1'équation (. Ey; =Cp, donne un isomophisme simple entre (.,
et Cpy **%). On peut trouver de méme fagon: Ap, 'y =D (K, () =0C;
AUl =0, Aug=— DI, €,,) =Clpy; tous ces groupes €'y, €y, 00, Ol
sont simplement isomorphes entre eux.

K' est donec comprosé des groupes C'yy. Supposons p. e. (cela revient
done & nos dénotations) que K' contient des groupes C'yq, C'iz,... C'1y, (5'<Cs),
mais pas de groupes Cy, pour » >s', — ainsi que C'z,...C", mais pas C'p,
pour x>#'; il s'ensuit alors que K' contient tous les groupes C; pour
se=1,2,..7r; 1=1,2,...5, et aucun autre. Soit: C'y1 ... €Cuy, ™= A'ys;
Oy .0y =D ; il est facile de voir que A', est un groupe avec la loi
gauche de l'inversion uniforme, tandis que B’ est un groupe avec le coté
(druit de ce loi.

Nous avons donc:

¥’ &’

| 8’ 4
K= 21,=2B,= 3 X (', ce que démonire notre théoréme,
o =1 =g

Théoréme 2: Si G est un groupse & noyau K, Bl —un sous-groupe
du G de la 17 classe, et D (K, H) =K', -— K' est le noyau du groupe H.

Démonstration: D’aprés ie théoreme précédent K' est un groupe du type
‘noyau ; nous dénotons la structure du K' comme dans le théoréme précédent.

Soit K< €',y < K'; nous avons alors **%): HK < GK = A", HK<H;
done: HE < A, —=D(H, Ay); dautre part: A, < K < H A K=—1V',;
done: HK=A"_; et de méme: KH=F',.

L

*) D est le signe du plus grand commun diviseur; le signe = signifie que uous désignons
*expression composée D (XK', Cy;) plus simplement par Cy).
) La dénotation (/) < Cpy signifie que chaque élément de C'p) est cont nu en Cp.
**) Voir ma thése déja. citée, ch. V1.



Nous obtenons un tel résultat pour chaque élément K de K.

Soit maintenant H un élément de H (mais pas nécessairement de K'):
le groupe HH contient toujours des éléments de K', car, K étant un élément
de K', il est aussi KH < K'. Done, si nous désignons par K’ le noyau du
groupe H, K' et K’ ont nécessairement des éléments communs ; soit /X un tel
élément; soit p. e. K< (', ; il est alors: HE=A" <« XK' KH=B8 <K’
d’aprés (4) on a: HKH =X"; d’autre part:

r’

HEH=HB,=H.3 (¢, =4, =K'
Fi=r

done: R Kl g Lo

Considérons maintenant des groupes GP et QG, P et Q 6tant des élé-
ments quelconqnes du groupe G. D’aprés le théoréme 2 e noyau du groupe
G; =GP est: K, =D (G, K), car G, est manifestement de la 1-re classe (K étant
comme ci-dessus le noyau de ). Admettons que K; contient un groupe
A, <A, ilestalors: B, < K ; G En = A'y; d’antre part: G, E,) = G(PE,);
donec A', = A, (car I'ordre de A, est la plus petite des ordres des groupes
GX, ot X< G). Le groupe-noyau K; a donc¢ la structure sujvante :

l(1=Aa1+Aa,+. e '_;—ACU" = Bll + ];12 +’ - '+B’s;
&1, Gy« &y Etant 1’ (=r) quelconques des indices 1. 2

B = o+ Fn 23 e -

s

autrement dit:
K =20, pour x=0,,a,...0,: 1= it
7'»}\

En prenant le groupe QG =@, nous obtiendrons des résultats analo-
gues. Dong:
Théoréme 3: Le noyau K, du groupe GP (P < G) est composé d’un nombre,
quelconque 7' (=7) des groupes A,; antrement dit, K = ZCV.;\, hd=—=12 _ =
%k ;
et x est égal & » quelconques des indices 1,2,...7. De méme, le noyau K, du
groupe QG (@< Q) est composé d’un nombre quelconque s'(=s) des grou-

pes B ; autrement dit, ¥, — ZC.,_,;_, ou %x==1,2,...7, et 1 est égal & s’ quel-
%A

conques des indices 1,2,...s,
Colloraire: Le noyau du groupe QG P a la structure suivante : €y, oft %
ST
parcourt »' quelconques des indices 1,2,...r, et 2 parcourt s' quelconques
des indices 1,2,...s.
Soit P un élément de G de la 1-r classe; et du -genre % Plus précis,
s0it P* <7 Cyy; nous avons alors ;

G > PG> P> ... > GP = A,

et de méme :

G> PG> PG> ... > PG =B,,



o =

Suit maintenant P de la 2-9 classe; aucume puissance de P n’est pas
contenue dans K; G contient P; donec GP > P2, GP:> P3, ect. Chaque
groupe GP™ aura donc toujours des éléments de la 2% classe et ne pourra
pas par conséquant 8tre égal & A,. De méme, P"G ne pourra pas éire égal
4 By. Nous avons donc une nouvelle définition des éléments de la i™ et de
la 2-%¢ classes. Donc:

Théoréme 4 : Tout élément P de G de la 17 classe a la propriété sui-
vante: k étant le genre de P, il est GPr=A,, P'G=DH8,. Si P est de la
2-t¢ classe, l'ordre du groupe GP™ (pour chaque ) est plus grand que l'ordre
de Ay, et de méme, ordre de PG est plus grand que l'ordre de B;.

Posons la question suivante: quelle est Ja plus petite puissance d'un €l6-
ment P de la 17 classe, pour qu'on a: GP'=A, ou P'&G==B,? P est contenu
dans @ ; il doit donc étre: P'+1<A,; il est done I-+1==/k le genre de P;
I=Fk—1. Il est évident que cette condition, étant nécessaire, n’'est pas
suffisante,

- Soit GP=A,; un tel élément P de G soit nommé le réducteur droet
de G; de méme, si PG=B;, P soit nommé le réducteur gauche de G&; si tou-
tes les deux conditions sont remplies en méme temps, P doit étre appelé le
réductewr & deuxr cotés. Tous les éléments du noyau K sont des réducteurs
A deux cotés de G; il sont tous du genre 1; mais G peut aussi avoir des
réducteurs R du genre 2; ils ne sont pas contenus dans K. Le théoréme sui-
vant est évident:

Thénréme 5: Tous les réducteurs de G (les éléments de K inclus) forment
un groupe dont 1 uoyau est K. En général, si I'on adjoint & K un ou plu-
sieurs réductenrs de G, on obtient de nouveau un groupe.

3. Considérons maintenant un groupe & noyau classique; soit G un tel groupe
et K~=FE-+ A+ B} C-}... sont noyau classique (E étant I'unité de K).

Seit P un élément quelconque de &, mais pas de K. Il est GE=EG=K;
A cause de cela PE est EP sont des éléments de K; p. e, PE==A4; de plus:

EP=(EPyE=E(PE) = EA == A; doue:

s g e e e i |
Soit B<K; PB= P(EB)=(PE)B=A4B; de méme: BP= BEP=BA
Done: BB =2 A s B P BT i s Srs e 16)

Appelons A4 I'élément dunoyau conjugué avec P. En général les éléments
P et ¢ doivent otre appelés conjugues, lorsgu’il est PE= QF (donc aussi
EP— EQ).

Soit A conjugué avec P, B—avec @, nouc avons:

PE—=EP=—4d, (L—=FEJ=28;
QP(E=P(QE)=PB =A4B: et de méme: E(PQ)=AB; dc'est & dire P@
est conjugué avec Y B. Donc:

Theoréme 6: Le groupe G est généralement isomorphe & son noyau clas-
sique K; cet isomorphisme est donné par la formule: GE=K:



Corollaire 1: P étant conjugué aves 4, il est aussi P conjugué avec A
Si m est 'ordre de 4, I est conjugué avec E.

Corollaire 2: L'ordre de chaque élément P est divisible par lordre
d’élément du noyau, conjugué avec F.

Corollaire 3: Si I'ordre de P est rélatif prime avec 1’ordre du noyau K,
P doit étre conjuqué avec l'unité E de K.

Un cas particulier des groupes a noyau classigne se présente, si notre
groupe est commutatif, c’est & dire, si nous avons: PQ= QP pour tous les
¢léments P, ¢ de notre groupe. Il est alors:

(PQ" = Pr@~,

Soit un de ces éléments, p. e. P, de la 17° classe et du genre k; P* est
alors contenu dans K; donc:

(])Q)k : P?.-Qk < K’

(car tous les éléments de K sont des réducteurs du groupe G); cest 2 dire
FQ est aussi de la 17 classe, du genre<=k. Il §’en suit:

Théoréme 7: Dans un groupe commutatif le produit d’un élément de la
17 classe et du genre % par un autre élément quelconque est aussi de la
17eclasse et du genre =k.

Corollaire: Dans un groupe commutatif tous les éléments de la 17 classe
et du genre =k forment un groupe.

4. Sur ,lUaddition® des groupes classiques. Soient A et B deux groupes
classiques sans éléments communs (leurs unités sont aussi différentes). Nous
posons le probléme suivant; est-ce possible que G==A -+ B soit un groupe?
Pour ce but nous devons defmlr tous les produits AB et BA, A étant< A, et
B <B. 1l est évident que la loi de I'inversion uniforme ne peut pas étre rem-
plie pour G. En effet, soit, p. e., AB=A'< A en désignant par A’ le pro-
duit 4—14"'<A, nous obtenons: AA" = A', c’est & dire: AB—AA" sans
avoir B=A/". En prenant 4B < B nous obtiedrons le méme,

Tachons alors & définir AB et BA de telle fagon, pour que la loi asso-
ciative au moins soit conservée pour .

Soit done G=~A + B un groupe associatif, mais sans la loi de linver-
sion uniforme. D’aprés la théorie général @ doit avoir un noyau K, qui
consiste en groupes classiques sans éléments communs et isomorphes deux
& deux. Dans notre cas il doit étre: 1) K= BitAy om.2) E=4,
ou 3) K=B,; A, signifie un sous-groupe de A (peut étre = A); de méme,
B, est un sous groupe de B (ou=B); dans le cas 1) A; et B, doivent étre
sunplement isomorphes. Prouvons que dans les cas 1) ou 2) A, doit étre = A.
Soit E P'unité de A, par consequent aussi de A.; la théorie générale nous
apprend, que EGE=A, (d'aprés (4)); d’autre part: EAE—=A; A<G;
EAE<EGE; A<A;; donc: A,— A. De méme, dans les cas 1) ou 3) B,
doit étre égal a B. Trois cas donc sont possibles: 1) K_A-rB_G,
2 K=A4; 3) K=8B.
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Le cas 1) peut se présenter seulement, si A et B sont simplement iso-
morphes; dans ce cas un coté de la loi de Iinversion uniforme est rempli
pour G; il est: AB=A, BA=B, ou: AB=B, BA=A.

Les cas 2) et 3) présentent évidemment le méme. Considérons, par exemple,
le cas 2). G a dans ce cas le noyau classique A. D’apres le théoréme 6 G est
généralement isomorphe a4 son noyau A, Un élément quelconque P de G est
conjugué avec 1’élément PE = EP du noyau (I étant 1'unité de A). Donc:

BE=~ A, < A,
Prouvons que A, est un groupe. Soient P et @ des ¢léments de B;

PO R: P~ 4 OQE=B RE=C: A, B, C sont des dloments de rAg
Nous prouvons que 4B = C; en effet:

AB—(PE)B— P(EB) — PB:P(QE) = (FQ)E:BE: .
A, est donc un sous-groupe de A; A, est donc classique; B est isomorphe
2 A a lélément P de B correspond un seul élément PE de A,; mais pas
inversement : il peat arriver que, P et ¢ étant des éléments différents de B,
il soit: PE=QE==A4 < A,. Cest & dire le groupe B est homomorphe & A,
(d’apres Frobenius) ; d’apres la théorie des groupes classiques A, est dans
; . : e A
ce cas simplement isomorphe au groupe complémentaire -, C étant un sous-

¢
groupe invariant de B.

Itant donnés deux groupes classiques A et B, prenons un de ces groupes,
p. e. A, comme mnoyaun de G. Choisissons un sous-groupe A, de A, qui soi

]3 de B. Suit:

B = C+ CP+CQ_]!_ . E AR
M=E+ A4+ B+...;

: s B .
Pisomorphisme de A, et T donne une corréspondance :

simplement isomorphe & un groupe complémentaire

C correspond a E ('unité),
CP t5 b ‘1’
CQ » b 1}

y

Définissons maintenant: pour chaque é'ément S<C
SE—FE (SPYE—=4, [S0\E=—05, ..>
en vertu de (5) nous devons admettre:
ES—=F ESE =4, B8 =2F,...
et ep vertu de (6):

Pd=—=(PHyA, AP==A(E}),
P étant< B, 4 <\
Ces conditions définissent le groupe G entierement. Il est facile de se
convainere que la loi associative est remplie pour le groupe & ainsi construit.
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Faisons encore quelques observations, Si K est l'unité du groupe B, il est
toujours K < C, donc: KE = EK = E; pour chaque élément A4 <A il est:
KA=AK=A; K est donc 'unité générale pour tous les éléments de G.

On peut prendre C=B; nous aurons alors pour chaque P< B:
PE=FEP=F, PA—AP— A pour chagque A< A, C'est 4 dire tous les
éléments de A sont pour le groupe B les ,éléments-zéros“; ce cas est
le plus simple; il est le seul possible, si B est un groupe simple, et A n’a pas
de sous-groupe simplement isomorphe & B. Le second cas-limite nous avons,
si B est homomorphe au gr upe A tout-entier; il est dans ce cas: A;=A,
BE=FEB = A. Ce cas comprend ausi le cas, ou B est simplement isomorphe
a4 A; dans ce dernier cas une autre constraction du groupe G est possible,
a savoir, — comme groupe avec la loi droite ou gauche de linversion uni-
forme. Excepté ce cas, nous voyons, que & est toujours du 2-! rang; lé groupe B
est ,,subordonné“ au groupe A. Observons que A;+4 B==G, est aussi un
groupe avec le noyaun A,.

Théoréme &: Titant donnés 2 groupes classiques A et B sans élément
commun, on peut toujours construire un groupe associatif &= A 4 B; excepté
le cas, ou A et B sont simplement isomorphes, le groupe G est & noyau
classique.

(e théoréme est aussi vrai pour » groupes classiques donnés et sans élé-
ments communs. Cependant ce cas général présente des difficultés spéceifiques;
nous reviendrons & ce probleme dans un autre article.

PE3IOME:
0 HexoTOpbIX CAYYaAX HOHGYHBIX rpynn 083 3aKOHA OLHO3HAYHOA 00PATHMOCTH
A. Cymresny.

Bravamre mnepeuymcadgiorea ocHOBHEE CBolicTBa TIpYHII Ge3 3akoHa
0HO3HAYHOH 00paTHMOCTH. OJIeMeHTH W IOJATPYHIBE TAaR0OH TIPYNNH
Jeadarced Ha 2 rjacca JlORasEHBAKTCA TeOpeMH : BCARad IOANpyNIIa Tak-
Ha3HB. TIPYUIH - 41pa eecThb Toe rpymna-giapo. Heam G — rpymna
¢ anpom K, a H ee moarpyuma 1°7° KJacca, To AApo TPYIOH H ecTb
oO1IHIl HanOoJbIIHH MeauTens Tpynl K u H. BusgcHaerca cTpoenme Amep
rpyun: GP, @&, QGP, rne P u @ — siaeMenTH u3 G. Jlasee, paceMaTpu-
BalOTCSA TPYHIH C KJIACCHYCCKHUM ApPOM M, KaKk YacTHHI HX BU, —
KOMMYTaTHBHHEe Tpynie. Hakosel, paccMaTpuBaeTca mpoGiaeMa ,,Cloime-
HUA® RIACCHYECKUX TPYII, KOTOpad MW peuraercs Liad caydad IBYX
TpYIIIL.



lpu6op ANA YCHODEHHOrD BHIYHCNEHHA CTEMEHHBIX BLIYETOB MO
JIAHHOMY HEYETHOMY nepBOHayanbHOMy MOAYMH ™.

M. H. MapuyeBekaii.

= SJIBMEHTapHOﬁ TEOpHH YHUCEeJ HM3BECTHO, YTO IeJoe YHCJIO A
Ha3LIBACTCA 6bluemonm m ok cmenery 110 TaHHOMY HeYeTHOMY I[IepBOHAYAJIb-
HOMY MOAYT0 p B TOM CJaydYae, €CJHd OKa3hBaeTCa BO3MOKHBIM CpaBHeHHE

PR (BRI T o TESREREERL S

ECJ ke He cyIIecTBYeT 3HAYeHUU 2 Y I0BICTBOPAIONIAX BTOMY CPaBHEHHUIO, '

TO YHCJH0 A HasbIBACTCH wesiuemom nv°t cmemeww 10 Momyaio p. OTHoO-

CHTEJBHO CpaBHeHUH BUAA (1) CYIIEGTBYET CIeAyOIas TeopeMa *¥).
~CpaBuenue (1) BOSMOMRHO TOJBKO B TOM Tydae, KOIJA

.
4% =1 {mod p),

rae o — o0IUi HAHGOJBINHI JTeJquTeab YHCeI p— 1 u m“,

MEl DpemImooskuM Besje B JaJbHEMIIEM, 9T0 p— 1 JeJHTCS Ha m;
TOrJa, 0YeBH/IHO, B IIpeJEIAVINeil TeopeMe Gy/IeT o = m, U BCe BHYETH A
0 MOAYJIO p HaWAyTCA W3 CpaBHEHHUA

Pt

A M= Tl B) . &y e e

Q10660 OTBETUTE HA BOIPOC, CKOJBKO CYIIECTBYeT pasiuuwviz (T.-e.
He CPaBHUMHEIX II0 MOJXYJIO p) BHYETOB 7% CTEIeHH X0 HeYETHOMY IIepBO-
HaYaJdpbHOMY MOIYJIO p, IPHIOMHEM ellfe OITHY TeopeMy H3 TeopPHH YHhcell,
a HMEHHO *¥%):
»Cpasaenue 2" —1 = 0 (mod p) umeer d pemrenuit, r1e d eeTs oGHIHIT
HaUOOJIBINHA JeJUTe b YHCed m 1 p — 1
OGpamasch K CpaBHEHHI0 (2), MH BH/HM, 4T0 OOHIHH HauGOJIbIIHIT
p—1 P

JeJuTeshr d gucen n gt e d=

» CJIe10BaTeJIbHO,

#) Ilputop 8T0T AEMOHCTPHPOBAJICH B 3aCeNAHAAX HAYYHO-ICCIETOBATENbCKON Ka-
genpsl MareMarwdeckoro amaamusza 20.1.27 m XaperoBckoro Maremarndeckoro Odmie-
crea 24.11.27.

#%) Cw., nanp., Yeoviwes, Teopna cpasmemnil, usn. 3-e 1901 r., cTp. 100 (8 Teopeme
apeauogaraercd, 4ro A He meadTCA Ha P).

##%) Yedwlues, ibid. crp. 96.
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CpaBHeHHe (2) 1TacT I—fm—— PasJUIHEIX 3HAYCeHHH /11 4, a HOTOMY MBI 3a-

KJII0Ya€eM, 49TO;
Yucao POASAUURDBIET 8bLULINOB mot emenenu no HEUCMHOMY NEPBOHAUALLHOMY

p
MOOYAI0 P paswo » Npu yerosuw, umo p— 1 deawmca wa m,

Tar, Hampumep, 1Mo MOAYILO0 p-=13 CyHmIeCTBYeT 6 KBapaTHIYHBIX
BLIYCTOB (a MMEHHO: 1, 3, 4, 9, 10, 12), 4 KyOHYeCKHX BHUeTa (1, 5, 8, 12)
U 2 BEYeTa 6°F cremenu (1 u 12).

2. YeaopuMmed (B COOTBETCTBHM € HEMELKHMH cJOBAMH , Rest“ —
BoYeT 1, Nichirest* — meprraer) o6osnavarh pPasJnyHHE BHYETH OYE-
BaMu R, Ry Ry .., a HeBHYeTH — GykBaMH N, N N,,... Torna B caydae
x6adpamuunviz BHIETOB 110 HEUCTHOMY HEPBOHATAJILHOMY MOYIIO HMeeM
XOPOI0 M3BECTHLIE ¢BOICTBA:

1. Hpousscdenue deyx 6viuemos ecmv mawdce sowem (T.-e. R,.Ry= R)

2. Ilpoussedenue sviuema wa wesviuem ecms wesvuem (T~ K, N, = N)

3. Ipousseedenue O0syx wmegvluemos ecmnv eviuem (r—e. N .N,— E)

Jlerxo morasarh, UTO /I BHYETOB JH0G0I CTeIleHH 110 HEYeTHOMY
HePBOHATAILHOMY MOJIYIIO0 COXPaHAT CHIY JHIND IIepPBHE JBa CBOMCTBA,
TPeThe Ke MOKET H He MMeTh Mecra, WHade TOBOPSA, IPOH3BeJICHHEe IBYX
HEeBHYETOB MOKeT B OJTHUX CJAyYadX JaTh BHYET, & B IDYIHX — 0CTATHCH
HCBBIYETOM.

,TZIeﬁc'rBH'reano, ecanw Ry m R, — BHYETH, TO 110 (2) mMeeM

p—1 p—1
B ™ =1 (mod g}, B ® =1 fmoil p);
HePEeMHOKAA STH CPaABHEHUT, HMeeM
p—1
(B, Ry) ™ =a (mod p),
OTRY/JQ H BHTeKaeT ¢BoHcTBO 1° Heqam matnee R, — puiier, a N; — HEBH-
qeT, TO TOIa, -
p—1 p—1

B, ™ =1 (mod p), N; ™ =k (mod p), r7e k+ 1;
0TCI0/Ia TOoJNyYaerTcs CBOMCTBO 2°, Tak Kak Temeph

=
(Rl.Nl)L’TE E (mod p) u k &+ 1.
Hakonen, ecam Ny u N, — HEBHYETH, TO U3 CpPaBHCHKIL
g1 g1
Nevw =k (mod p), No ™ =k, (mod' p), 1i6 Fy 2170 By 1,

BEITEKAET JHIMBb TO, Y10

p—1

(N,.N,) ™ =k,.ky (mod p),
M TOT/Ia BOBMOMKHEL CJIyUal Kak
ki.ky =1 (mod p), Tak u ky.ky =k (mod p), e k+1;



B IIEpBOM cJayuae mpomsBejgeHue N;.N, OKaKeTCA BHYCTOM, BO BTOPOM —
HEeBBIYETOM.

3. 3aMeTHM eIlle, UTO 6CAKOE uedoe wiucao, pasHoe m°" cmenenw 0py010
UCAOLO UUCAA, ACHACTCH 6bluemOM M emenenww no moOyAo p, MOTOMY HUTO,
ecam I —=Fk™, T0 cpaBHeHUE

am = R (mod p)

HMeeT OUCBHHOe pelleHue z=k.

Ha ocHOBaHHH 9TOr0 €OOOpaKeHHA MOMKHO IIPAKTHICCKH HAXOTUTL
cTelleHHbe BuYeTh. Tag, HallpuMep, BHIIe OBLI0 YIOMIHY TO, YT0 IPH p =13
cylmecTnyer 6 KBaJpPaTHIHBIX BHYETOB, & HMEHHO, YHCJa, 1; 5,409 4012
Hx MomHO OBUIO 6B HAWTH, IMOJL3YSACH TeM, 4TO Bce TOYHLIe KBaJpaThi
JA0EHEL OBITH KBaJPATHIHBIMHU BHYeTaMu. Hammcas mepsble 6 KBaIpPaTOB:
1,4,9,16,25, 36 X 3aMEHHB IOCJCIHHE 3 YHCJIA YUcIaMu 3, 12,10 (cpaBHM-
MBEIMH ¢ HEMH 110 MOLYJIO 13) MEL M IOJYYAM YIOMAHYTHE 6 BBYCTOB
JHIb B HHOM HOPSTKe.

HHora, BIpodYeM, Takoil ¢I0C06 MOMeT OKAasaThes W HEYLOOHEIM.
Hanpumep, 9T0GH HAUTH JJIA TOTO $ke MOILYJsS p==13 Bce 4 EYyOHTCCKUX
‘poueTa’ 1,5,8,12, craHeM BHIIKCHLIBATH TOYHHC KYOH; TOTZla MH YBH-
JIAM, 9TO

B P R T O =1 =
(63==216 = &), 73=2343 = 5;

[1]

8),

TakuM 00pas3oM, HPHILIOCH C¢lleqdaThb TPH JHIIHEX BHYHCIE HHSA, 1I0CTa-
BJCHHEE HaMH B CKOOKAX, IOKAa He MOJYIHJINCH Bee TpebyeMbe KyOH-
YeCKUe BHYETHL ; :

4. M3 mpenbiayiero sgcHO, HACKOJDLKO sKeJaTeJbHH BCAKHE yHPOIILC-
HAS B IPOLECCe BHYUCICHHS CTeleHHBIX BBUeTOB. MLl OTPAHHIHMGH
cJaeIYIOUIAME YVRazaHHAMH (10— 70):

1% Ygeao 2 ecTh KBaJpaTHYHHIM BHYET IIPOCTHX YHCeJN BHIA
p=8k-+1 u p=8k+ 7 I KBaJAPATUUHKII HEBBYET IPOCTHIX THCET BHA
p=38c|3 np=8L157).

2°, Jlmg TpOCTHIX 4YhCea BHIA p==4k 41 [Ba 49dCIa ¢ H p—u
SBIAOTCA WM 062 KBAJPATHUHHIMH BEIeTaMH MK 002 KBapaTHYHBIMHA
HeBRYeTaAMH **). '

30, JlaAa mpoeTHX YHCeN BHUAa p=4k-4 3 O0QHO H3 IBYX UHCE]
a B p—a ABIderTcd KBAJPATHYHEM BHIYCTOM, & JAPyroe EBaJpPaTHYHLIM
HEBHIYETOM ¥%).

Caegyoline cBoicTBa 49 — 7° OTHOCATCA K JAI000MY HEICTHOMY IpO-
CTOMY MOJLYJIIO.

4%, JlBa uyMeIa @ U p— @ ABIAOTCA WIH OJTHOBPEMEHHO BLIYeTaMU
HJIH OJHOBPCMEHHO HEBEIUCTAME weuemnoil CTEIeHH.

Jlag 0KasaTeabeTBA IOJ0KHM, YTO ¢ €CTh BHYET HeYeTHOM CTelleHII
110 MOIYJK p, T.-e. 9T0 HMeeT MeCTO CPaBHEHHE

*) Cm. Hanp-.., Gauss, Disquisitioncs arithmeticae, §§ 112 — 114 (Werke, Bd. I.
oTp. 84 — 86).
**) Ibid., § 111 (cTp. 84).
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2+l = q (mod p);
TOTJa, OUEBHIHO, MOAKHO HAINHCATD:
— 22"+ = —a (mod p), (—aPrti=p__g (mod p),

OTKyJla H BHIHO, 4YTO p—a TOXkE €CTh BHUeT. Eciam 6L @ GHIO0 HeBL-
9€TOM HEYeTHOHM CTemeHH, TO H p— @ TOKE O0KA3AJI0CH Ol HEBHIYETOM,
H00 MHave, B CHJIY TOTBEO YTO JOKA3AHHOTO, YHECIO p—{(p —a)=a
OBLIO OB BEIYETOM, |TO IIPOTHBOPEYHUT JIOIIY I CHHID,

5% Heym npa Begera R, mw R, ofHOH W T0H e cremeHH TAKOBHI,
q9r0 R, meadtes Ha R, TO YacTHOE R, : R, Takme 6yIeT BHUCTOM.

JeiecTBHTeNBHO, TPenoIoskene R: By = N HeB03MOKHO, TOTOMY
UT0 TOrjga MB HMeaum OH KR, N=R, rorma kak R, N I0ImHO GHTH
HEBHYETOM.

6°% Jlns BEI9ETOB W HEBHYETOB OXHOH M TOH ke CTelleHH, B eJyyae
JACIHMOCTH BEI9e¢Ta Ha HEBBYET HWJIHM HEBHIYETa HA BHYET, YaCTHOE BCEria
0yIer HeBHUCLTOM,

JT10, 1OJI06HO IIPETHY MY, BHAHO M3 HEBOSMOKHOCTH N peAIoIomHe-
HEH, 910 R : Ny =R mau N, : R, =R, 0TRy/a 1 BHTEEAET, ITO B Ni=N
H Nl K Rl — N

7°. B cayuae IeXHMOCTH JDPYT Ha JAPYra JBYX X6a0pamusnvis HEBHI-
1eTOB, HX 4acTHOe N,:N, 6yaeT BHYETOM,

ATO BHIHO U3 HEBO3MOMKHOCTH JIIA X4adpamuunbit HEBHICTOB JTony-
meHaa N :N;='N, H3 KOTODOro cIefoBasto 65 N, N=N, Torna kak
N, N ecrs KBaJpaTHYHLIH BHYET.

5. Ilociae Beero CrA3aHHOTO MH YiKe MOMOM IHepeilTH K BHACHCHHIO
09eHb MPOCTOM WJIEH, IOJTOKEHHON B OCHOBY KOHCTPYKIHH HpHGOpa,
1aCTO IIO3BOJAIONIET0 OYEeHH JIEMKO M OHCTPO BHUYHUCAHTH BCE BHYETH
10 JTAHHOMY HEYETHOMY IIPOCTOMY MOIYJIO P.

YCIOBUMCA [ KPATKOCTH Ha3HBATH YHCJIA ¢ H p—a (Tne a<p)
donoanumessnoLmy OJIHO LTI JPYLOTo, W IPEJCTABAM cefe, UTO YHCHA
1,2,8,...p—3, p—2, p— | HaIIACAHH B JIBE CTPOKH! TaK, YTO B BepXHeEH

D — 1 i
HaXO0IHuTCcd IIeppad IOJOBUHA YHCJIA (OT 1500 ]2*) a B HAXHEH — BcCe

p+1 :
OCTaJbHHE YHCJIA 6 06pamuom nopadxe | OT i S 1, Wiis rnpasa waxeso |:
1
— 1l
1’ 21 3, P ]9—2—~ I
ML
1
iy M s Sty A __&thkl
)

IIpE TakoM DPAaCIOJOMEHHN ME BHIHM, 9T0 B KamIOM BEPTHKAIb-
HOM cToxbue B (3) pacronaraioTes THETA TOLONHHTENBHEE JPYD APYTY.
Tar, 11 MOY I p = 13 MBI IOy TAIH OH CJACAYIOTIHE 1B CTPOKH THCE:

1’ 2; 3) 41 5) 6}
: L ey
18 41 4009 8 T
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Bocmoupsyemed sTHM IPUMEPOM IJd TOT0, 9TOOH I10KA3ATH YITPOLIEH-
HBH €II0CO0 BBHUMCIEHHS, HAIIPHMED, ®xyouuecxkur BHUETOB IO MOAYJI0 13,

9HCJ0 KOTOPHIX, Kak MBI 3HaeM, TOJKHO 6HTh PaBHO 4 (—_— 1—3—5——1> R gmeay
A

ATUX BEYETOB JOJUKHHI IPHHAJIEKATh 1 ¥ 8, Kak TouHKe KyOH. OcTaib-
HBe JKe [[Ba BhUeTa HAHIyTCA Ha OCHOBAHHH YEasaHHA 4°, IpH deM, 6iaro-
Japd CHeIaHHOMY PacIOJOKeHHI0 YHCEX (4) B JBe CTPOUKH, ATH BHYETH
18—1=12 # 13 —8=5 OKaKyTCA B TeX Ke BePTHKAJBHHX paAOax,
B KOTODHX HaxoIATCd B3 IPeJAHAYINAX BHYeTa 1 U & YUToGHl OTMETHTH
ATO 00CTOATEILCTBO, MH IIOCTABHAU OTHY TOYKY MERAy dHcjaMi 1 M 12,
a Jpyryio — Mexny 8 u 5, Taroro poaa TOYKHM, IOCTABJICHHBIE MedHcOy
ABYMdA YHCJIAMH OJHBOT0 BePTHRAJLHOIO PpAjga, 6YAYyT BCerJa 03HAYATh,
49T0 000 BTH UYHCJIA OJHOBPEMEHHO ABJIAITCA BHIUYETAMH.

Ocraerca mocMOTpeTb, Kak OTMeYaTh BBIUETH B TeX CIAyYadx, KODIa
IIPH HaJHYHOCTH JIBYX CTPOYCK THIA (3) H3 JBYX YHCGEJ OJHOTO BEPTH-
KaJbHOIO pAjia OJHO OyIeT BEYETOM, & JPyroc— HeBHUYETOM, KaK B3TO,
HanpuMep, ORBaeT IPH HAXOMKICHHH KBAaIPATUUYHHX BHYCTOB II0 MOIYJII0
p=4k-+ 3 (cMm. yrazanue 3°).

Md ycoaoBuMeA B TeX CGIyYAAX KOTJA BHYCT HAXOMHTCA B 6eprHei
CTPOYKe, CTABUTH TOYKY #ad HHUM, KOIJA JKe OH HAXOMHUTCH B Hudcuei
CTpOYKe, CTaBHTH TOYKY %00 HHM.

ITomoskuM 1ad mpHMepa, 9TO MH HIIeM Bce KBaJApPaTHIHHE BHYETH
0 MOAYyAW p=11 (THma 4k-}-3). Torga oueHL JeTkO NpHEIEM K CJe-
Ayomeil cxeme: -

O pue
D we
- s,
S Ove
P

2
9

JefeTBHTeIbHO, OTMeYaeM IpesEae Beero 4uchaa 1,4,9, Kak TOYHHE
"RBa,Z[paTLI; TOT/Ia donodnumesswole JUIS HAX 4YHeaa 10,7,2 OpeCTABAT,
1o 3°% HeBblYeTH. YacTHoe 10:2 =5 0T JeJeHHS IBYX HEBHYETOB JacT,
o 7° BHYET, cJeloBaTe]bHO, 6 6GyaeT HeBHYeToM. HakKoHel, dYacTHoe
6:2=238 0T JejeHHA IBYX HEBLIYCTOB CHOBA JacT BHYeT. Orcoia M II0-

1 ¥ g
JyJaTcd Bce 5 (: T) KBaJPaTHYHBEX BBIYETOB II0 MOAYJIIO 11, OT-

MeYeHHBE TOYKAMU.

Brumciaernre BHYETOB MOKHO, pa3yMeeTcs, IPOU3BOIHTH PA3THIHHIMH
criocob6amu. Hampumep, B mocaeTHEM IPAMEPe BMECTO TOT0, 9TO0H OTHCKH-
BaTh BHYET H IIyTeM JeJdeHHd 10:2, MOKHO ObI0 OB BOCIHOJIb30BATHCS
TeM, YTO YHCJ0 16 (He cojep:kalleecsd B Halllell cXeMe), Kak TOYHHIM
KBaJIpart, ABJAeTCd KBAIPATHIHEIM BEIeTOM; OTHAB OT HeI'0 MOJYJb, T.-e. 11,
CHOBa II0JYYUM B KadecTBe BHYeTa 4Mesao 5. Jlemad Te WIM HHEE H3Me-
HEHHA B IIPOIleCCe BBHIYUCJIEHHS BHYETOB, HYSKHO JHIIHb 3a60THTHCA 06
YHOPOINEHHH BHEJIAA0K. [laTh 3flech kakme-au60 clielldaJbHble IIPABHIA
He IIPeICTaBIAeTCS BOSMOKHBIM; KasKIBIM MOSKeT eficTBOBATH Tak, Kak
eMy IIpeJcTaBIdeTcA YI00HEH.




6. 13 paso6paHHHX TPUMEPOB BIIHO, 4TO B KaKI0M  OTTeJLHOM
CaIydae HysKHO 00060 BHIIMCHBATH [IBE CTPOUKH, W 9T0 YHCJA, OTMEYEH-
HEHIE B OJTHOM CIy9ac, Kak BEITETE, B JPYIOM CIyYae MOTYT OKas3arhes
HEeBLIIETA M. :

Mosno ojlHAKO TOCTPOHTL TaROi npHOGOP, ROTOPHIH II03BOAN GH
TTPOUSBOTUTD BBITHCJICHHA BEYETOB [0 DPAITHIHEIM MOLYJAM, HHUCro
RasIBE Pas He BBHIHCHBAS W He Jeiasd HEAKAKIX NuUcoMeWMbZ OTMETOR
(KoTopHie, 6YIYIH MPHIOLHEL B OJHOM caydae, MODJH OBl B JPYIroM
OKasaTbhesA COBEPIIEHHO HellPUMEeHHMBIMH).

IIpexcraBum cebe 1Be IHHEHKH (M. YepTes) OJIHY 4 — HeIOABHEKHY 10,
a JAPYryio B— IDoJBHEHYI0, KOTOpas MOTJa OH CKOJIB3HTEH BJI0JIb MePROil
{Ha MOJLOOHe TBUIKKQ, JIOrapuMUYeCcROl JTHHEeHER).

y: | 123845678 9101112181415 ;186 17 4

. : .A )
D 8231 /302928272625242322212019 181716 15 14 f2
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Ha Hemomemsknoil iuHelike A4 HATHCAHL HarTypaJdbHble Yncaa 1,2,3,4.. ..
B HOPMaJbHOM IIOpANKE, & Ha HOIMBHKHON B (6y7eM HasHBaTh ee Osuakc-
KOM)—Te ke UMcaa B o6paTHOM Hopsiake. KpoMe moro, mHa amueiike A
C/ICIRHEL TPH PSZIA OTBEPCTHI, OTMCUCHHBIX Ha YepTexe TOUKaMu., Bepxunii
PAL OTBEPCTHH NPUXOAMTCS HAJL IHCIAMH JHHeHKH A, cpegnmit pajy —
[IOJL TeMM 2Ke THCHAMH (MeXIY YHCIAMH JHHCHRH W JBH:KKA), HaKOHeIL,
HUSRHEM PAN — 0] THCAAMH JBHAKA. Y CTAHOBKA IBHAKA TIPOH3BOLHTCA
Tak, 9T00L 06pas0BaJIACh TBe CTPOEM THCceX THia (3) No 5. OcraibHbie
HHCIA TBHKKA W JIHHEHEH OKAasHBATCA MBIHMIHUME JIIA DACCMATPHBae-
MOT'0 9aCTHOTO Caydast, M Ha HAX He HYMKHO 06palnaTh HHKAKOT0 BHUMAHHI.
Ha depreswe ykasaHa ycTaHOBEQ 14 MOLYIA p = 31; INYHKTHPOM OTMe-
‘I€HBl TPAHHIEl CJIeBa W ClIpaBa, MEKIY ROTOPHIME 3aKJ0Yal0TCd Bee
HEOOXO0JTUMEle IS JTaHHOTO CJOyYad YHCIA.

Camast oTMeTka WYHCEN HPOHMSBOMHTCS IVTEM BTEIRAHNS WMTADTOB
B COOTBETCTBYIOIIME OTBEPCTHA YIOMAHYTHX pagoB. Korma tpedyemoe
MHCI0 WTHPTOB NMPABAJIBHO yCTANOBICHO HA JIMHEfiKe, MH MOJKeM IpPIMO
Ha Hell M Ha JBHIKKE IPOYECTD BCC BLITETH IO B3ATOMY MOLYII0. Samucas
Pe3yJabTaT, MOKeM BEIHYTH BCe IITH(TH, H OPHGOP CHOBA MOMKET GHTH
IpPHMeHEeH (IToc/ae HOBOH YCTAHOBKH IBHIKKA) I BEUMC/ICHUS BLIYETOR
10 KaKOMY-HHOYIb IPYTOMY MOIYJIIO.

Aag HOCTpAuK  GHCTPOTE. TAKHX BLYHCJICHHH, I[OJ0MKHM, TTO
AJML MOJTY I p = 157 Tpebyercs HaliTH Bce xybuvecwue BHIUCTH, IHCIA0 KO-

157 — 1 e -
— - Yeranosus JBHKOR Tak, YTOOH Ha JHHEHKe

TOPEIX , paBHO 52 (:

CTOAMH 4YHCJIa OT 1 M0 78, a Ha JBHKKe — OT 79 10 156 B 00paTHOM
Hopalike MBL TOMKHEL (10 ykasaHHIO 4°) HajiTH Bee 52 BEYETa B 26 Bep-
THRaJBHHX pAnax, T.-¢, Ha NpHGOpe HYHHO OVIET BCTABHTH 26 MTHPTOB



£y

B cpednen pAny. 110 OKOHUAHHM BHYMCICHII Bee 52 KyOHYECKHX BHYeTa
M0 MOAYIO 157 OYAYT CaedyIoTine:

1 2 4 % 8 1446 23 27 28 29 BY 39
156 155 153 150 149 143 141 134 130 129 128 125 118

41 45 46 49 54 B6 58 59 64 65 67 75 78}
116 112 111 108 108 101 99 98 93 92 90 &2 79

CaMoe gke BBHIYICICHHE BLIIETOB MOMKHO OBICTPO IPOUB3BECTH, HAIPH-
Mep, Tak. OTMETHB IpekIe BCero TOYHLE KYOH: 1,8,27 64 U 125, MHL yike
[oJaydYaeM 5 nap KyOHUecKMX BHYETOB. SaMeTHB, U4TO B UHCJe HX OKa-
3aJ10Ch 4HCJ0 32 (B OJIHOM CTOJOIE ¢ 125), MOsKeM I0JIydJaThb JaJbHeilnrme
BHIYETEL TaK:

1) 64:32—=2 (m 155); 2) 2.27=>54 (u 103); 3) 2.£4—108 (H 49)
4) 2.49=098 (m 59); 5) 2.59=118 (u 39); 6) 2.39=78 (14 9);
7) 2.64=128 (m 29); 8) 2.29=58 (x 99); 9) 2.53==116 (@ 41),
10) 2.41=282 (m 75); 11) 2.75=150 (m 7); 12) 2.7=14 (m 143);
13) 2.14—28 (m 129); 14) 2.28=56 (H 101) 1h) 2 56 =— 113 (} 45);
16) 2.45=190 (m 67); 17) 2.67=—134 (u 28); 18) 2.23 =46 (® 111);
19) 2.46 =92 (& 66); 20) 2.2=4 (& 153); 21) 2.8=16 (& 141).

[pucoequnas sTY 21 mapy BHYETOR K paHee YKasaHHBIM 5 IIapad,
ME H IOJLY9HM Bee 52 KYOHUeCKHX BHUera 110 MOy 137. Tak kak Bce
TOJIBKO UTO HPHBEICHHHE BREUHCICHIA COBePINAITCA 04eHb OHICTPO B yMe,
T0 #CHO, 4TO BCe 26 MWTH(TOB OYAYT B TedeHIe 0OUeHb KOPOTKOTO IpoMe-
JKYTKa BPEMEHH PAcCTaBJeHbl B Ha/JIesRall[AX MecTaX, W HaM OCTAHETCH
JIFIND 3alHcaTh OKOHYATeJbHBIH DPE3yJ/IbTaT,

RIS e TN T o

M. Marczewsky. Appareil pour Uévaluation rapide des résidus powr un
module premier impair. Resumé. Profitant les propriétés élémentaires des
résidus et des non-résidus (Ne4, 1°—7° je econstruisis un appareil pour
Cévaluation rapide des résidus. 1l se compose de méme que la régle loga-
rithmique de deux parties A et B dont la premiere est immobile et la deu-
xieme au contraire mobile (voir la figure dans Ne 6). La partie 4 contient
trois rangées d’ouvertures pour y placer des goupilles, qui servent & noter
des résidus a 1’aide des remarques signalées plus haut (Ne 4, 1°—7°). Quand
les deux regles A et B sont placées d'une maniere convenable et tous les
résidus sont marqués par des goupilles, on doit senulement inscrire le résultat,
et puis on peut retirer les goupilles et I'appareil est prét poar les nouvelles
évaluations des résidus pour un aatre module quelconque.




CamonpoekTHBHbIE WaK W — KpHBble,

(MuTerpanbhble KpuBLie ypaBHeHHA Jacobi).

H. [lymas.

1. Onpederenue W — C.

PacemarprBaemeie kpuBLHe

A0, ¢ oxmoit CTOPOHBL ABIAIOTCH UHEAPUAHMHOIMU KPUSHIMU NPU KOLAU-
HeapwuLT MPeobpasosanuAr, OITYCKAONIX 0THOWIEHHYI0 rpyuiy (upeoGpa-
B0BAHMI) M AHAJNMUTHYECKH OIUDEIEIACMBX VDABHEHHAMH:

Qi =A%+ gyt dury (1==1,2,8) . . . ... . (1)

Pasnu9upM THUAM 9THX Npeo6pasoBaHuil COOTBETCTBYWT M pasIHIHHE
THIIH WHBAPHAHTHHX KPHBHX.

[S. Lie m F. Klein: ,Sur une certaine famille de courbes et de
surfaces“ Comptes rendus T. 70. 1870 p. 1222—1226, 1275—1279.

S. Lie m F. Klein: ,Ueber diejenigen ebenen Curven, welche diirch
eingeschlossenen system von einfach unendlich vielen vertanchbaren linearen
Transformationen in sich ibergehen“ Mathem. Annalen B. IV. 1871 r.}

B°. C npyro#t cropoER W — C apidores wwmespasuoin KPUBLIMU
ypasrenusn Jacobi.

Ldz + Mdy + N(zdy — ydz) = o, . - - (2)
rpe I, M u N— oTHOpOHHE MHOTOWIEHH 1 CTelIeHH OTHOC. z " .
[Jacobi ,De integratione aequationis differentialis
(4 + A'e 4 A'y)(@dy — ydz) — (B + Blw -+ B'y)dy -1-
+ (C+Clz+ U"y)dx =0 ,Crelle Journal B. 24. 1842].
20, Ocmosnvie munv, KoXIUNEAPHOIO nPeodpasoeanus naocKocmu,

IIpu ompesiesienn s HHBAPHAHTHEIX 5JIeMEHTOR KOJLIHHEADHOTO npeoGpa-
30BaHMS, KaK HM3BECTHO, IIPHXOJUM K XapakKTePHCTHIECKOMY YP-HHEID

! Gy —0 Aoy a3, |
Alo)= | ap Qog— 0 A39 ’ — B sr
] Qi3 s G33—0 |

TpeTbeﬁ CTelleHd OTHOCHTEJALHO o,

Orcioma mMeem CJIe/IyIONHe OCHOBHEE THIH KOJUIHHeAPHHX IIPeo6pa-
30BAHMI IIJIOCKOCGTH.
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1. Ilepsviii—roida 6ce wopwu @; (=1, 2, 3) 6eweCmEeHN L U PAIMULHDL.
Husapuawmnoii  @ueypoli B BTOM ciydae SBJIsfeTCs TPEYIOJIbHUE BeIle-
CTBEHHHI BO BCeX CBOMX dYacTax (pur. 1) U

KAHOHUUECKUMY YP—~ M2 KOJJIHHE-
anuu OyAyT yp-HA BHTIA

ogr=oan (i=1,23). . (1)

10, acmuoile cayuaii—ceryuai 06yx
MHUMDLT CONPAINCEHHOLT KOPHET

(2 M 03)

Husapuanwmuan Purype 3nech 0y-
JeT OHPeIeTATHCA — BeIleCTBeHHOM
TOYKOH A4, BeIecTBeHHON NpaMOiL
BHE ¢e W JBYMS MHUMBIMA IPAMBEIMHA -
(¢pmr. 2).

Eanonwwueckue yp-ua npeobpaso- I @ L.
BAMUA

QY1 = MmMxy — NIy
Wy =z - mr, } Sy e TS e 1)
Yy =k J

~

o)

- II. Bmopoii cayuait — cayuaii  dsolinoro wopwa, [0y + 0> =0;], IpH
VCIOBHIH, 9TO He BGe MHHODPH Au =0 [A#— MHHOPH BTOPOI0 IOPANKR
OTHOGHT. @ik].

Husapuawmues (GUIypa COCTOUT W3
JBYX IIepeceRaloIuXcsd WHBAPHAHTHHIX
IPAMHX, U3 KOHX HIOpAMad, COeTHHAOIIAA
JBOHHYI0 HHBAPHAHTHYIO TOURY € IPOCTO,
ecTh fBofiHAd mpaMas (QHL. 3).

Fawonuuecrkue Yp-ruf HKOAAUHEAURY
9TOTO0 THMA 6YIyT

0 : [ ov1 =0
: 1 0y2=027> LLER
dur. 2. l 0Y3 = 033 = B%;, THE B = 0

1. Cayuaii, kowda wumeew Osoilnoii wopews [0, & 02 == 0] T 6ce MUMOPLL
Air=0.

; Husapuanmmas @uiypa COCTOUT U3 oo/ HHBAPHAHTHHX TOYCK, JEHATITHX

‘ Ha OJ(HOI IpsaMoit ! W ©o' HHBaPHAHTHHX NPAMHX, IPOXOJANIHX Tepes
‘0fHY Touky A, mpmdyeM Touka A BHe TPAMOH | — cayqait mepenexmuenoi
xaasuneayuy (PUAr. 4).




Fe wawonwuecxue yp-ua
0Y1= 0124 ]
Yo 22:}(7)
Ys == 023 |
IV. Cayuaii, xovda yp-ue N\ (o) — o wumeem mpoiinois xopens [0,=0,=0s]
HO HE 60 MUNOPBL [\ = 0.
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s
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Husapuawmmas $Urypa COCTOUT U3
TPOoHHOH ToukM, Jdexarieidl Ha TpoiiHOI
npamoir (¢ur. 5)

I KAKONUKECKAA (opMa KOAIUMCQUUU OTIPE-
JendeTca yp-eu:

[ evi=om,
{ QY2 = Gy =~ 0125 v . (8)
| oys="azs -}, THC € %0
/Amg Alnaay V. Haxoney, mnocaedwwit caywaii, wowda
S = 0. 3 N =— 0.
dur. 3. Q= B R L

Husapuanwmmas guiypa cocTouT M3 O
HHBaPHAHTHHX TOYEK, JeKAIUX HA 0JH0H IpaAMoil | m o' HHBapHAHTHHX
HPAMBIX, TPOXONAIINX 4Yepes ONHY TOYRKY A, IpudeM TouKa 4 JeKHT
Ha HIPAMOHA | — caydall ssayuu (Qur. 6).
Ee KAHOHUYECKUE YP-US

0Y; = 0%,
0Ys == 0175 -+ @ . (9)
l 0Y3 = 01%y , e ¢==0

30, Coasy xorIuMCQUUU ¢ KOWHEKCAMU
u yp-ua Jacobr ¢ xosrumearuei, 2

HPHMGHHH 06HI66 KOJUIMHeapHOe
npeobpa3oBaHme

0Yi=ai %+ A% + Ugy (i=1,2, 3) . (1)

E YP-HI0O Yujpyi=o0, T7l¢ i=1, 2, 3 | Y
TOYIKS IPAMON w4 IOJYIHM yp-He

f(MZ) = Z Z GpW; or—o0 . . (10), Pur. 4.

OpeletdnIee caMylo ofmylo OHIHHEHHYD (opMy OTHOCHTedbHO
ROHTPAIPCIHEHTHH X IIeDEMeHHHX « | &, WM, 10 TepMuHoaornm Clebsch’a,
KOHHEKC IepBOr0 MOPAAKA W IIEPBOT0 KIacca, KOpoue KOHHeKc (1, 1).
[4. Clebsch. Legons sur la gé métrie p. 351, 1883].
Brgeanmy MemIy GuIMHeHHHME KOHHCKCAME 0dasusii xonmexc

© Yuwsmp=o0 (1=1, 2,8) . . ., .. (11)
Our. 5.

U PacCMOTPHM COBORYIIHOCTD 3JEMEeHTOB, OOIIUX KOHHEKCAM 16y
TaK HasHIBACMYIO 24asHyln xouHyudenmyuro KOHHERCA.



llpzr mocTOAHHOM BHAYEHUN 2;, ypaBHEHHE (10) IpeacTaBIder KPHEBYIO
Oru6aeMyio OPAMBIME %;, W3 UHCJA WX B CHIY YCIOBHA (11) BETe/-
10TeA KacaTeJbHBe, IIPOXOJANIHe Yepe3 TOYRH ;.

CoOTBETCTBEHHO, MPH II0CTOSHHOM
BHAYEHHMH u;, YpaBHEeHHe (10) onmpesenser
EPHBYD, 00pasyeMyid TOUYKaMH a;, W3
IOCJEeTHHX YycaoBueM (11) BBeITOTCH
TOYKH IIePEeCEUCHUA C MPAMOI ;.

Mensia mHeIpepHBHO #; BO BTOPOM
CcJydae (resp. #; B IePBOM), MBI II0TyJaeM
BCI0 KPHUBYIO.

Jag ompeneneHus ypapHeHHS KpH-
BEIX, o00pasyeMBX TakKHM  CIOCOGOM,
UMeeM B CHUIy (11) CHemymoInylo CHCTEeMY:

Y ou; Xi=o ] i

Yo =0 (12)

Youi(zitdo)=0 | (1=1,2,8)
e &;— TOYKa HHIHICHTHAA C IPAMOH u;, a; - do; — ToUKa, COCEIHA
¢ a; m X; — m06ad ToYKA IPSMOH ;.

JI COBMECTHOCTH 5TOH CHCTEMH WMeeM YCIOBHe

dur, 6.

X X5 X3 A X
1 ) &3 =0 HJIH | 14 T X3 == ()
21 +dry 2y 4 day 23 -+ dus dry dzy daxs

Pasmarag mociaeqauit OIpe/equTeNb 110 SIeMeHTaM IepBOH CTPOoKH:
TOJYIAM

X1 (zdx)s + X, (2dx)s +
—l— X3 (Z’dl‘)jz =0,

rme

(Z’dl‘)z3 = 2d;1"3 =13 d&(‘z
VT,

CpaBHHBag ¢ TIePBHIM yp-eM CH-

CTeMH (12), HAXOJHM, YTO KOOPJHHA TH
t; YIOBIETBOPSIOT YCJIOBHAM:

T = (2dx)2; }
Ty = (2d1)s } oL o 13)
T3 = (2dx)12 J

Beena sty sHauenua B (10), HOXYIHM

| (enzr) (omzr) (azezy) .
xq o) a3 ==t e AR S S )
da day das

— OQuipfepenyuassnoe YPASHERUE UCKOMMT KDUBHIL.
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Ho nocaednee ypasrenue ecms yp-ue Jacobi, mMpuBelneHHOe K OTHODPOJI-
HOMY BHIY.

Orcionia, ceasvio ypaswenws Jacobi ¢ xoOXIMUKEADHLIMY NPEOOPAIOCANUAINM
MOJCHO 60CNOABI06AMBCA O USYUEHUA CEOUCME €10 UHMELPANDHLIL KPUBHIT,

40, Aumeipuposanue ypaswenus Jacobi,

CooTBeTCTBeHHO 5 THIIAM KOJIHHEALHN IOIydJaeM W 5 THIOB ypa-
- BHeHHA Jacobi, a cTano OHTL W 5 THOOB CceMEHCTB HHTEIPAIbHEX
EpHUBHX (W —C).

1-# Tu

A% Jlng RomimHean®wn I-ro THma, ompemenseMoll yp-MH (4), KAHOHH-~
Yeckasd (opMa KoHHeEca (10) 6ymer BHAA

P RO i v D R S -

Beena ciopa sHadenns (18), momydaem JTH(Q. yp-ue.
0171 (2dx)23 + 0222 (2dw)s 4+ 0323 (ada)z=0 . . . . . (16)
Ilocnennee yp-me ecTh yIpolmeHHOe yp-Me Jacobi. JleficTBHTENBHO

Qur. 8. _ dur. 9.

nomarasi zzp=1, drs=o0 U BaMEHAd ¥ —&, ¥z =} IOIYIAM yp-ue
Jacobi Buma
L(zdz — ydz) — Mdy - Ndx = o, tie L, M, N — un. (pyHKIHML.
Hurerpupya yp-me (16), moaydum
_ SRS S ST e T
HJIH IoJarad
2—03=k1; 3—01=kz, 01 — 02 =13,
HMeeM
2f b b =0
rae
Z‘q—f’-kz—*—kg:() el Al s al s g S e (18)
— yP-He HCKOMHX HHTErPajbHHX KPHUBLIX (PHT. 7).
B°.  Kpusoe (18) MOIyT OHTH IOAYUYeHH H HEIOCPEICTBEHHO
U3 yp-mil (4) KONHHeapHOI'0 HPeO6PASOBAHES MOCTe A — KPATHOTO ero
IIOBTOPCHUAA.
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Hemo B TOM, UTO IOCHETHEe, GylLydH HpHIOKEHO K TOIRE Pay)
[I0CKOCTH, 33CTABIAET ee LEPeMeCTHTHCA B HEKOTOPOS HOBOE MOJIOKeHHIe
P (7). IopTopss 9T0 IIPe0GpasoBAHEE EINe Pas, MH 3aCTaBHEM TOURY
Py () 3aHATH HOJOKEHHE TOUKH P, (3:"), B Taxk Jalee.

ITpun Takoil omeparui TOYEA P onuineT HEKOTOPYH KPHUBYIO.

Tloce A— KPATHOTO MOBTOPeHWd, yp-HA (4) MPEMYT BHIL:

0y = 01 %4 C =1 2-8%
Meproyad W3 9THX yp-uUid 2 W o, IOJYyIHM

0

3 Y2 01 Y3
lo 7~Jf—lo Ny —=ph (1Y
o1 gTz g 02 4 3 (19)

02 Y1
log=2-log—--lo
e

wan poJarad

e , log B = log%— s i)
2 .

03 01 2

log

GyeM myeTh yp-He MCKOMEIX KPHBHX B BIIE

a5 72 Y [t "2 r3
9o W Y3 =21 ¥p I3 :C} /

rie B cuay (20)
ry 12 +13==0. ®ur. 10.
Pasemcrsa (20) MO3BOJAOT ¢rnexarb BHBOL, 9TO
pacmampueaemme %puﬁbae npu HKOAAUHECAPHOM npeoGpmoeaH-uu 0CAIOMER

UHBAPUAHMH LMY,
C°. Hagomen E yp-mo (18) MOKHO

IPHTTHE elle OJHEM IyTeM, 2 HMMEHHO:
U3 PACCMOTPEHHA TPaeKTOPHil OJHO-
qIeHHOH TPYIOH GecKOHeTHO MaJbiX

Ipeo6pasoBaHuil.

Jlng  HaHHOI0 A-Ea ROLIHHealnH
mocJejiHee mMeeT BHJ

Xf=zZo: % e (=1, 12,78)

Orcopa gudd. yp-He HACKOMBX KpH-
PHX OyIer

ZQ,' X; pi =0

U COOTBETCTBYIOILAA COBORYIIHaA CH-
cTeMa

Dar, 11,

(i]',‘
Qi &y

=dt (=12 3)

Marerpalua IIOCJAeTHST0 TaeT
2= (R =1, 2, ) T e b e (21)

Ucrmodgasg oTcola f, MOTYIHM

gt B ale L IrEi R R (22)



= nne

Tle o, 8 W y IOKasaTeJH CTelleHell, B KOTOPHC MH BO3BOIHM npeBapu-
TeJbHO yp-ua (21).

Bripaskenue (22) Gymer o6mum f—JIOM, ecau

@+B+7=0 1 ap +Boz 4 703 =0,

Hepsoe ycuaoBme HEOOXOTMMO I BHIIOJHOHNS OJHOPOIHOGTH, BTOPOe
9T0GE OTCYTETBOBAJO t.

U3 srux yemosmit caemyer, uro

c=k(02—03), 6=k(0s—01), y=Fk (901 —0)
ITocaze srOTO 06mEIT HHTErpaT (22) IPHHAMAET BH]L
1_192_(:3 xg3—p1 :):51_"”2: .

Taxum obpasom W — ( MOVYM. Goimb PACCMAMPUBALHDL:

A° Kak KDHBHE TIABHON KOMHIIH-
TCHIHE COOTBET. (JOPMEl KOHHEKCA,
" BY% =gar pesyanptar A — KpPaTHOI'O
IIOBTOPEHUA KOJIITHHEAPHOTO ITpeobpaso-
BaHHA.

CO. m Kak TPAEKTOPHE COOT. 0IHO-
: YICHHOH TPYNNH JIHHEIHHX npeobpa-
{*- - - - B0BaHHH 10 ee GeCKOHEYHO MAJIOMY
N> I peo6pasoBaHmio.
\ Pacesmompun ewe credyrwme cayuan
pacnoaoscenus W — (O nepeoro muna:

AS, TIpenmonosmuy, 4ro eepuuna A,
@or KOOpOunam#010 /\-ka y0arzemes 6 O-cmy

(pur. 8).
B sToM cayvae ypaBHemHA CTOPOH KOOPIHHATHOLO A -Ka WTPUHHA-

MalOT BHI
X720, & =0 U r3=a3-}a

I COOTBETCTBYKIIee nuQd. yp-me (16) OymeT BHIA
01 21 [z doy — (w2 + a) dza] + 02 72 [(22 + 0) dzy — 2y diry] +
=+ 03 (12 + @) (21 day — ap day ) =0 ;
HHTerpupysa mocaesiee yp-me MH HOJYUHM
RPN (X, + aX)" =0, o> 205, woaowl28)
—ypue W—C paa pammoro A -Ea 7

(pur. 9). ‘
B°. Hpexmonomnm, wmo -eepmuna A,.
- ydaasemen 6 Geckoneunoems, B 910N cayuac
‘KOOPIMHATHHIT A\ -K IpHHEMAaeT BHT

¢ur. 10; ypaBHeHHS ero CTOPOH:

Ty =0, =0 U I3 =21 }+a
Coorsercreyomee muddep. yp-me

6yner: \)

01 21 [72 day — (21 + a) da;] -

-t 02 22 [(24 - a) dry — 2y day |

63 (@1 Fa) [ day — 73 day | =0 Qur. 13,



e

AIH .
[(03 — 01) 1 - ap3] (21 dzy — 22 day) — agy @1 dx, —+ agy 22 dxy =0
OTCIOI[& HOJIyqaeM Cﬁexymmee ypaBHGHHQ e — CZ

g 2 (o L ar) = o 0 0], . .. (29

Pacmomosenne KpUBHX I BTOT0 caydad mMeeM Ha (ur. 11 m 12.
Iy.—Yacmmwoiit cayuai,

A% Spxech EoIIMHeAHA ONpefleNseTcs yp-Mu (5) H COOTBETCTBY-
omui koHHeke (10) TPHHUMaeT BHJ

(g — nap) uy 4 (v + mry) up -+ k @3 1z =o.
Jro Vp-He C IIOMOIIBIO

e ==t g =S
3aMeHAETCS yPp-eM.

(b —m)z3 uz3 — 0ty g J-naruz =o0
OTRyza B cmay (13) moxydaeMm
3 (bay — axy) dxy - 23 (azy + brs) das —
— (x% - xg) dos —0,

The a=k—m, b=mn,

HaTerpupysa mocaeqree yp-He, HMeeM A
A=A
/e AmctJ— /1 : -
Vaitai, 7 — 0. (25) et
X3

BY IlpmyeHad k To4ke P TI0GKOCTH A—KpATHOE TOBTOPEHHE IIpe-
00pasoBaHua (5), MPHXOOUM K VD-AM BHIA

‘ : A(A—1) [m\?  A(A—1)...(21—3) [ m\*
““:WP“WW QJ+( y P, S

cl(l—l)..v(l——?};_,_-i) n \2k : e i) L
-+ (—1)! (k)] (;ﬁ) -}—ja"1 mf[l(m)

/

AA—1) (A —2)/n\3 FIPREEE RSy oot 2k
E gl (m) s P (2k+ )! (’Ht) S .:ITZ

QL’9=7)1)-[2(£)_)“(2_1)()v‘—‘ (u)3+ A
] e i 8! m
L(A—1)...(A— 2k 2711 54 12— 1)/ \2
+‘(“1)k/( (2k_L(1) )(m> -]—]9717—771)[1_—2‘__(;”)_{_
AA—1).. (A—38 4
s = >C> =

1

=1 1—2L+1)(a)2k+_._]1.2'

(2k)! m

{)ya == k) Z3

[Hamee Bcerga MOMKHO MIOJI0EATH #2 + w2 =1, m60 AJd HTONO CTOUT

pasgeanTs o6e uactu (5) Ha J/m?2 - nZ H 0003HAYHTH % CHOBa,

me - p?
gepes ¢.



OTcroma, mojaras #==sing M m = (39, TOITYIAM

{ oy —cosléx; —sinde, (%)
! QY2 — sinZoxy -+ c0SAf, ()
|\ T 97\109".1'3

Hermogas 0TC0ORA ¢, 4 H 6, TOXYIHM

iy o
1/,?;‘1 + 42 e V P e—Llogk
Y3 &3

Hanee u3 (z) u (22) EMeeM

) T2
tgil 4 =
e g * X1
e 3
— “lgl
1 o A6
OTEYyIa
1 ,
L= [arel 42 elg .
O Y T
@mr. 15.
IToncrasiaad sTo sHavYeHHe 1 B yp. (26)
00 <~A=4, A, H IoJjiarasg
lgk:A
Qur. 16. 6
IOy InM
oo darag—— 2 =
Vit s, 9 _VaLre, Aarelg > 1_0
Y3 3

C. Hagowmem, #HcX0oad M3 G(eCKOHEYHO MaJOro Ipec6pasoBaHMS,
KOTOpoe B JaHHOM ciaydae GyAeT BHIA

Xf = (mey —nxp)py 4 (nry - mr2)ps -k a3 ps
MOJTY IAM el THPQ. yp-He TPAcKTOPHil
OJIHOYJIEHHOH I'PYNIIEL 6€CKOHETHO MaJTHIX PR
IpeobpasoBaHmil

(may — nay) g;— -+ (nzy + mas) % -
f

—I—Ar3 —

CoBokynHad crCTeMa, COOTBETCTBY-
oilagd 3TOMY yp-Hio Oyer

dzq drs drs

mry —nxz | NE --mr,  kzs dur. 17.

HaTerpupysa 8Ty CHETEMY, IMOJIYIMM CHOBA Yp-He

]/x12+1§ Aaa*c{g—

=
xs3



i e

II rum.
Ao, KoutmHealldss 9TOT0 THIIA olpejieasercsa yp-eM (6), a KaHOHAYe-
ckasg (popMa COOTBETCTBYMIIEr0 KOHHERCa yP-M.
01 w1 1 - Q2 Uz 72 (02 3 - Burz)uz =o
H B CHIY
Wy = Liby T, = 0
YpaBHEHHEM
(01 — 02) 1wy — Bz uz = o.
Bgens ciona sHaueHud (13), mMeeM OH(QepeHInaIbHoe yph-He
(01 — 02) 71 (¥dz)zs - B (2dw)12 = 0.
Harerpupyd, HaX0/ UM

Iy

(91—02)%—%—619?:0 B e D e .('

Do
-1
St

Hurerpaabusie kpuBsie (W—C), onpe/enseMue IOCIeJHAM yp-eM, HMeeM
Ha (HT. 13,

Bo, IlpuMeHAs W B 3TOM CiIydae A—KpaTHOe IIOBTOpeHHe Ipeodpa-
30BaHUA (6). IOJIYIHM

, 3 ) =
ovr =eha1, oy = 05%2, oys = ohrs 285 2
Hermodasd W3 BTHX Yp-Hil 2 ®H ¢, OyIeM HMeTh

02 U3 0 - 43

?@__(01 VB Ty (ﬁ)@— e

Y2 02 X 01

:

WM II0CJE JOTapH(PMUPOBAHAA

Y 02 Y3 01 rq 02 X3 02
et el g = ey
y2 8 W g92+g»’l’2 t P
OTKY 12
4 02 01 U3 xq
lge— L lg>— + == lg— |-
gyz+ﬁ' g@z Y2 sz
R

ot 01 72 \\

HakoHe1, moxiarad

8
= [ — ] by =1
” B1 go1 71 g2 o —
ITOJLY YUM \
Y3 Yo Zs3
Pp ity ) £ log2e = (1ry —7r
(71 z)y2 + 4 gy1 (74 Z)xg -+ , ®ur, 18.

~+ 54 Zogf—z—z—_ C.
B4




e

Co. CuMBOJIOM GeCKOHEYHO MAJ0TO IIPe00pAs0BaHus B JAHHOM CIyYae
0yZmer BHpaskeHHeE
Xf = 01 a1 p1 92 22 p2 (02 23 + By )ps = o.

Juddepernmanbuoe yp-me TPACKTOPHI OJHOWIEHHON TPYOIH Gecko-
HEUHO MAaJHX IIpeo0pa3oBaHmil:
of

oxz

0
01 ﬂf17f—+023’2 4+ (o273 4
I

0

af
Zy) —— =0
+ B22) e
U CGOTBETCTBYIOIIAA CHCTeMa COBOKYITHHIX
ypaBHeHHI

dary day dxs
01 24 02 72 By 0z 73

gL

Otkyna ofmiuili WHTErpas 6ymer BUA

(7 e—E'?)PHZ P2yt = K
@y ,8 a2 Ay —

Han

r'z : —0a(p1—py) 23
¢l —0 S e -
x1° 2y P2 4 J5i w2 — K

JlorapuMUpPy4, CHOBa NPHUXOAUM K YpP-HID

Z2 e

X3
(01 —02)572 +5ZOQE

Hpennonomuy Temeps, uto sepwuna Ay 6uposdennow Koopdunamuowo
A-ra yoarsemca 6 Gecroweunocms ((ur. 14).,

yp&BHeHHe KOHHEKCA B 9TOM Cleqae

Oyner
(01 —02) 1 wy ++ B ap uz =o,

a COOTBETCTBYIOITEe TH(PepeHIHaibHOe
ypaBHenue

— a1 — ¢2) 21 dry + Bz (24 dzy —

= o d.T—I ) ==

UETerpupy s, MOLydHM

(01 — 02)e Ty
T—Hﬂogﬁ_o . . 1(28)

— YPaBHEHHe HHTETPANBHHX —KPHBHX
(W—C) ¢mur. 15, @mur. 20,

ITpexmomomuy Aajee, wme yoarsemes 6 <O-cmv cepuuma A, = A
(pur. 16).

Ionarast a1 =, — b, Gymem mia KomHEECA HMETh ypaBHEHHe.
(01 — 02) (w2 — b) us By uz =0



T

1 1ugdeperHIHaIbHOe YPaBHEHHe BHIA

(01 —92) (12 — D) (r3 dxs — 23 dary) — Bbay day = 0
nJjan -
(01 —o02) (22 5';503 — @3 day) o dry i

il T2 ('TZ—b)

OTEY/la OOCINWH WHTerpas Gyaer BIHLAa

I3 T =
(Q‘l —E)Z)E*]‘Elog#‘b‘ = . (29)

= (ur. 17.
Ul rmn.

A% Koxtmmealidd 9TOr0  THIA
onpenenageTcsa ypaBHeHHeM (7) W KaHO-
HUdeckad opMa KOHHeKca OyIer:

01 W 21 - 0z (g 22 + 13 a3) == 0.
OTEYIa ¢ HOMOIIBIO Uy = 0 MOJy 4aeM

(01 —-02) o1 4y =0

@ur, 21,

OTCIOTa #1 — o0 W TaJee
Zy das —x3 drg =0
HHTE‘TP&HHH 9TOT0 ypaBHEHEA TaeT

Ml T ey & ey

CeMeficTBO EPWBHX, OMpeIeideMEX
8TUM yp-eM, — Ha ¢ur. 18.

BY, . —kparHoe OpHEMeHEeHHE KOJ-
JUHealnd (7) E TOUKE ILJOCKOCTH JaeT

oy =oiz1 QY2 = b2
oYz =02 73

Hermodenwe oTcoMa ¢ W A TPHBOIAT
E yp-uio (30).

Co. K o1oMy ke Yp-HIO HPHEXOLHM
M 0T GeCKOHEYHO MAJHX IPeo6pasona-
HEUH, MHTEIPHPYA B 9TOM  cayyae
AHQQePeHIHATLHOe YP-He B YaCTHHX
ITPOHBBOTHEIX BHA

of of of
0171 0z —!—Qz &) *672— 02 73 or3 = 0.
A g

A°. Jlig 9eTBepTOro THIA YP-Hf KONJIHHEALHH CYTh yp-HA (8).
YpaBpHeHHEe COOTBETCTBYIIIEI0 KOHHEKCA

01 (w1 &1 + ug 23 ~F uz £3) -+ ary uy -+ frs Uz = o




S

Ilocaesnnee ¢ MOMOIMEID , — o IPHBOJIATCA K BUIY
ax1 Uy -+ By uz = o
u Tuddepennuarbioe yp-He HCKOMHX KPHBHX 6yner
ary (zdx)s 4 Ba; (xdx)z =o.
Orcoma mocae MHTETPAIUH MOJydaey:
fo‘—{—ﬁl‘%—Zaﬁ i e B e
"— HCKOMO€ yp-He HHTeTPATBHBIX KPHBHX ((ur. 19).

B°. llpumeHAZ K TOUKe ILIOCKOCTH npeobpasosanme (8) A pas,
TI0JY IHM

Q1 = Oi & :
02 = 01 72 - Aag} 2y

ov3 =0t as 4+ 280/ r b5 2 (2 —1) 0" 2y

/ Hocae wWermoYeHHs #3 9THX Vp-uit
' / ¢ H 2, IPHXOIUM-K Yp-aM:

B 1 (mhe x3
-— = = — ] = —aq—
¥ +26(3ﬁ) s

\

/

/!

i 2
+§ﬂ(§—f)=o

T. €. CHOBa K yp-HIO (31).
C°. IHaxoHen, ecadm MCXOIHTH W3
. 0eCKOHEYHO MAJIOTO NpeoGpasoBaHts, orpe-
Dur. 23. AeJFeMOI0 B TAHHOM CIYYae BHPAKEHHEM

X7 =01 21 p1 - (1 22 4 awy)ps - (01 73 - Barz)ps
HOIYyIaM TH( epernnaIbtoe ypaBHeHNe

)

- of of
e e 4’27'—0271),44.-(01 x3 - Biry) =0
0z 07, O0xs

H COBORYIHYIO CHCTEMY :

dary day drs i
01 1 0172 +ery  0ras - Ay

Harerpanom noectenmeir cumeTeMer OyAyT V-

= W—[ ef“”‘
o —— 02 el -—*— o C1 lefrt

3 =C3 e L 30, teP't 4 %‘6—) C, 2 ePr,

{
|
|
|

Mermovas oreoaa f, MH TOJYIHM BHOBD ypaBHeHHe (31)



A

Vo

A0, B mocmefmeM caydae KOMIHHeAlMd OMPeLe]AeTed yp-eMm (9).
Yp-ue co0TBETCTBYIOINEr0 KOHHEKCA

01 (1w —F 2z uz 3 u3) 4 awy uz =0

WM ¢ IIOMOIIBI Uz =0
ary Uy — 0

nuepenngaIbHoe yp-ne KPHBHIX rIaBHO KOHHIUIEHINH B cmay (13)
Oyrer: :
I

Uy =0 WA (xdx)s = 0
OTRY Ia

r+Cr3=0 . . " . . (32

— yp-He WATerpaJbHHX KPHBHX (HT. 20)
Bo. TIpuyensis 1 81ech IpeoGpasoBaHILe

(9) mocaegoBaTeIbHO 4 pas, MOJLYIHM

JWHeiHOe IpeodpasoBaHme TOM ke CIH

CTeMH, MMEHHO:

T b1
21, QYz=01721A401 1> !
j
’
QYz = 0173 @ur. 24.

Hermodenne W3 ATHX YPABHEHHN 2 W ¢ MaeT yp-He

hn Z
[ B
Y3 x3 .
T. €. YpaBHeHHe (32)
C°. K ToMy e yp-mio IpmiiTeM, ecadm OyXeM MCXO[AHTH H3 GecKo-

HEYHO MAJIHX IpeolpasoBaHHM, CHMBOI KOUX B JAHHOM CJIyHae

Xf =01 a1 p1 =+ (a1 + 01 22 )p2 4 01 43 P3

u aag@. yp-He TPaeKTOpHil OIHOWJIEHHOH TPYHNIH OeCKOHEYHO MAJHBIX.
mpeoGpasoBatmil .

af | of dfoa
== - fory <+ 01 51”2)07‘2 4 G123 s =0

01 1

AHTerpapys HocTegHee yp-He, MOJTyYHM OIATh yp-He (32)
Yacmuwidi cayuaii. Bean B cmeteMe (9) TMONOKUTH =0, TO yp-ua
KOJJIHHeAn TPHHAMAIT BH

oY1 =0 1, QY2 — 01 T2, QY3 =01 73,
8 ypaBHeHHe KOHHEKCa BH[I: Uy = 0.

B sT0M ciaydae, OYEBHAHO, Kaikaas TOUKA IIOCKOCTH 0CTAGTCH HHBa-
pHAHTHOI (mpeodpasyercsd B caMy cebd).




=g

L. W—C nepsoro muna.
5. Pasawunvie 6udve W—C asmowo muna.
Hmz W —C mepsoro tuma mu HOJYYHJIH yPaBHCHUS

£ AJIA KOOPIHHATHOLO /\-K2, BCE 3JIeMEHTH KEOTOPOIr0 BeIeCTBEHHLL
M BCe BEPIMHHE HAXONATCHA Ha KOHETIHOM pPaCCTOAHHI:

. / xi;: xgzx;3 — 0’
N i’ 4
\ 7t F;[G
\ /
N Vv iy =g TR
/ £ N

il i AIH B BHIe

02 T 03 Y2
lg—1lg->— 1 1g=3 1g 22
= 911—} e g_szr

-+ g o Zg—yi:O iy
2

g L

02 03

N

we=lg— ppesiy S
O 01

&

H ¥3 =I[g
Dur. 25. 02
OGmiee pacmolo:eHHe STHX KPHBHX HMeeM Ha ¢pur. 7.
B, Jlna RoopaMHATHOIO A-Ea, Y EKOTOpOro eepuuna Ai maxodumes
HA O° — cmu:

P2—0G3 fa—M

&1 i

(2 +azs)" =, B s e (23)

Pacmonomenne coorsereryommx KPHBHIX TaeT (ur. 9.
C% Jlaa ROOPIHHATHOTO A-Ka e sepusunott A, na o-cmu:

21T PB4 azg)" TP =0, 01 > 00> 05 (24)
Obimee pacmogokenne sTHX KEPHBHX HMeeM Ha ¢ur. 11 m 12,

Bropas ¢urypa maer PacHmonoskeHIe KPUBEX, KOTIA BepiiuHa A4,
YAQIAETCA B ©0-CTh 110 HANPABICHHI, IEPIEHIUKYIAPHOMY K ITPOTH-
BOIOJIORHOM CTOPOHE.

D TIpaMeHAs ¥ EpHBHM (18) HIH, 9T0 TOMKe, K KPHBLIM

V2

V2 —%
¥y vy = Cay "

[POCKTHBHOE IIpeolpasoBaHme, MHepeBoIAIee CHopowy OCHOBHOTO /\-Ka
&3=0 B O0ECKOHEUHO YAQICHEYIO TIPAMY10, IOIy4aeM Yp-He HAIIHX
EPHBHX B JIeKapToBOil CHCTeMe KOODAMHAT, MMEHHO: \

g el ;B aaiba )
WJIH, eCOH IOMOEHTHh C = al—»,

i al—n .



Tlocnennee yp-me

a’. IpH n=—23—>o ecTh 0600IIeHHOE Yp-He cexelicmena napadosn
Vet

gvicwelo nopAdxa (pur 21 I 22);

0 PaREE

. mpu m= P—Q<o
[p > q] ypasHeHme (33) ompe-
IeJdeT cemelbcmeo wunepbor  6hi-
cuwero nopadxa (Pur. 23 m 24).
Tarum o6pasoMm, ez W —C
NePBOLO MURA UZPE3  COOMBEIMCNI-
8YI0WLE NPOEKMUBHOE NPEOOPAZO-
sanue mnepexrodam 6 O GuLCUMUL
RAPaAbOr U VUNEPOOE;

. Cpenm rHIep6ox HMe-
10TCA  KPHBLIE, oUpelesadeMble

yp-eM

v .(/w — C

3

e dur. 26.

7 >0, vy >0 H v -+ 1= 1.

OTO TaK HA3HBACMBIE ROIUMPONHBIE KPUEHLE;
d’. TpPH n—WpPPalHOHATIBHOM, yp-He (33) OHpelendeT WHTEPCIEH-
JTeHTHHC 11aPaloasl W THICPGONL (aduabamo:);
E°, Ilpn C=1 ypaBHeHHe (18) HPHHEMAECT BH]
€' 2 a3 =1 (v v, 423 =0) (34)
Bpens B paceMoTpenre GapHIleHTPHICCKIE KOOPIAHATH {1, Ls, i3, CBAD
KOHX € IPAMOJHHeHHEIMA BHPAKAeTCA yP-MI

oy = lpars, Oy = Iy 29 , Oiz = I3 23

MHE yp-me (34) OPUBOJUM K BHIY

G
£ gom

[ocnenuee yp-ne 1aeT HAM KPUBHE,
ONPETCNIIOINTC  1COMEMPUUECKOE MECMO
MOUEK,  GAPUUCHMPUNECKUE  KOOPOUHANDL
KOUT (1, Uz, U3 NPONOPUUOHALHLL 00HOH
w moit ogce cmenenu t COOMBEMCMBYIOUUT
cmepon 1y, 1y m l3.

NmeeM kpuBhe ,, Les potentielles trian-
gulaires” de Longchamps—d¢ur. 25 u 26.
[G. de Longchamps ,Sur la potentielle triangulaire“ Mathesis . VI. 1886].




ST e
F°. Kak u B caygae D° npHMeHAS K KPHBHM (24) IIpeoGpasoBamie
T =%, xp=y, ¥3=1 IOIYIUM yp-He
2\02—?? yps—{ll (_Il/-_{_a)?l—(;g:C'
Ecan moaosuTL B 9TOM -yp-HH

Op— 03 =%, @B3—0=— H 01 —02=73,
TLOJTY THM
2hy=* (@) =C
HIn
u v
y=0Ca» (z-1a)", THe s opbar=oi, 0 0 i (35)

EpuBHe, oIrpeiesaeMuie STHM yp-eM
H300paskeHsl Ha (Ur. 27—30,
Ecanm momomnTs
L2 —=0=W, 03— =12, 01— 0 — U3
T0 GyIeM HUMeTh
xwyvz (JIJ‘ + a)w: o

Yo
C
ey e
x (x4 a)
T7ie
Qur. 28. 14 rs=0, . . .(36)

Pacnonosenne xkpEBHX HMeeM Ha (QHUT. 31 U 32,
G°. AHaJIOTHYHO, IpUMeHAd K KPHBHM (23) To :Ke NpeoGpasoBanile

=2 =Y =1
MOJIYYUM

:I;P?‘- fs yPS—f‘l (y + a) PPz __ C
Eeanm momosEHuTh sIleCh

03— =11 0—0p=nm;
" pp—03=—1,

T0 OyIeM HMerTb

v va
r=0Cyv (y+ay*, vy L v, +v3=0) (87)
Eean momosmuTh

Oais= 0 ==t n | 0 — @) =137,
02 — 03 =71,

$rr. 29,

TO IIOJLYIHM
C

Fes=t——— il v P o . e . [38)
y " yta)
Kpussie, ompesendeMele yp-MH (37) U (38), PACIOIORATCA AHATO-
THYHO (pHI. 27—32.

o



e ———————

J—

00pagoBanmlii (4) MEPeBOTUT KOOPAH-

N

6°. Ceoticmea W—C mepsno muna.

A°, 1. Kpusne, ompejerdeMue yp-eM (19). BooGINE mpancyendenmmt,

- 0y
sQHI GyJIyT ameopanueckumu, IR lg ,ol — gyHeJa  Iedbie, I0JOoKHTEeIbHBIE
k

WIW OTpALATEeJbHBIE.
9. Ypasueruwe W.—C B TaHTeHIHAJIBHHX KOOPIHHATAX 6yner TOro e
BWA, 9TO ¥ B TOYEYHHX, T. €.

=T 7 R e e o AR

3. Us yp-mit (18) m (39) caexyer,
qTO B CJAyIde BeIeCTBEHHOTO A\-Ka
pee BermecrseHHHe W—C 1pOX0JIAT
yepes J[BG €r'0 BEPIIMHEL I B 9TUX BEP-
IIHHAX OHH KacanTed ero CTOpOH.

4. W—C umenr oco6eHHHE TOUKH
‘OJIBKO B BEPHIMHAX OCHOBHOTO /A\-Ka,
} JIBOMCTBEHHO: TOJBKO CTOPOHBL 0€-
HOBHOTO A-EKa MOTYT OHTH 0CO0CH-
HBIMH KacaTeJbHBIMH.

5. COBOKYITHOCTL JHHEHHEX IIpe-

natamit A-k 1 W—C B cedd CaMHX. ®ar. 30.

6. KacarenpHas K Kagoff-nmo 3
W—C cucreMu o6pasyer ¢ JPYyIHMH KPHBHIMH TOUeUHH I paj w. MeHds
HONOSKEHIe KacaTeJbHOM, GyaeM MoJaydIarh ToUedHble PAIE, ITPOCKTHBHAC
nepBOHAYAJIBHOMY PSANLY.

7. JIBoitHOE OTHOLIEHHE TOYKH IPUKOCHOBEHUA KacaTeJbHOH K KpuBOi W
W TpPeX TOYeK MepeceveHHs KacalelbHOH CO CTOPOHAMH OCHOBHOTO /\-Ka
I0CTOSHHO Ha Beeil KpWBOit M Ha KamIoil KPHBOH TOIl Ke CHCTEMH.

8. KacartenpHHe B M000# Touke P
kpuBoil W o6pasyer ¢ TpeMA IPAMBIMH,
coeUHAOIIAME P ¢ BepIIMHAMH KOOP-
JHHATHOTO A-Ka, TOCTOSHHOE JBOIHO®
OTHONIEHHE,

9. Bean na kamaoit KacaTeapHoi 1'
kpuBoi W ompesenuM TouRy P, cocTa-
BIANILYI0 ¢ TpeMd TOYKAMH Iepece-
geguga 1 €O CTOPOHAMH OCHOBHOTO
/\-Ka IIOCTOSHHOE JBOMHOe OTHOIIEHHE,
ro Touka P ommmer W—C roll ke
CUCTeMH.

10. Heam B kasknoit Touke P
kpuBoit W mocTpouM IpAMYIO, o0pasy -
OMYD ¢ IPAMBEIMHA PA,, PA; PA; mOCTOAHHOE nBOfIHOE OTHOIeHHE,

®mr. 31.

10 9Ta mpamas ormbaer W—C Toil #e CHCTEMH,




11. ToykH KpHUBHX (18), KOTOPHX KacaTeJbHEE IPOXOXAT depes
TOYRY (%1 2 ¥3), JeKAT HA KOHHYECKOM CeYeHHH, IIPOXOJAMIeM Yepes
BepInuHE A4 A, 43 W TOURY (21 22 3).

12. Ecan Bo BeeX ToYkax IepeceveHds mpaMoil ¢ cucremoit W—C
1poBeieM KacaTelJbHEHe, TO ITOCHACHHAE KacaloTcA KOHHYECKOr0 CedeHud,
KOTOpOe KacaeTcs CeKkylmed IpAMOod M TpeX CTOPOH OCHOBHOIO /\-Ka.

13. Bsammnpag moagpa W—xpusoit
CUCTEMH OTHOCHTEJIBHO KOHHYECKOTO
COUCHTs, UMEIOIIEero OCHOBHBIM /\-KOM
MOJSPHEI A-K, €CTh KpPHBadg Tol ke
CHCTEeMBL.

14, Bean B T0uKe W—C nposejem
ROHMYEeCROE CeUeHHe, KOTOPOe ee Kaca-
eTcd W KOTOPOe B TO e BpeMsS Mpo-
XO/IUT depe3 BepPIIUHE OCHOBBOTO /\-Ka,
TO0 paamyc KpuBusHHL W—C B ToUKe
KacaHWA BIBoe O0JbIIe Ppaguyca KpH-
BUBHEL (B BTOM e TOUKE) ROHHYECKODO:
cedenud [Fouret, Jamet].

®sr, 32. 15. Ilenrp kpuBususl W—C B Touke

P pacmosnokeH CAMMETPHYHO OTHOCH-

TEIbHO P ¢ LEeHTPOM KPHBHU3HL KOHHYECKOTO CeUeHUsd, ITPOXOLAIILEro
yepes BepIIMHE OCHOBHOIO /\-Ka M KacareabHoro k& W—OC B rToure PF.

16. BesAkaa kopapHaHTHasd KpuBasg oTHocHTeabHo W—C' ecth kpuBas
TOH e CHCTEMUL.

17. W - C uprHaJIeRAT K CHCTeMe ¢ XapaKTepHCTHRAMHA =1, = 1.,

B°. B wuwacrmwocmu diaa  nopaGos
wnepbor Gvicutero nopadwa y — Ca™ :

1.  OproroHaJbHEE TPacKTOPHHU
W—C onpenenseMbix yp-em y = Ca® BLL
pasKanTesa yp-eMm

22t ny? =0C

T. e. W— C cyme opmoronarvhvie mpaexnio-
PuUt  NOOOGHWE KOHUEHMPUUECKUL KOHUYE-
cruUr cevenuil.

Mpu n=2: mapaboan y = Cx? cy1b
TPACKTOPHI KOHIEHTPHUIECKHX M000HHX i

H HOA06HO DPACTIONOMKEHHLIX SIAJIHIICOB— - Sus A
ur. 33; :
IpH #=—1: PABHOCTODOHHME THIEPOOJH, OTHECEHHHE K aCHM-

mroTaM CyTh OPTOTOHAJBHBIE TPAEKTOPHA  Takike  PABHOCTOPOHHHX
THIIEP60T — (UL, 34.

2. JIBoitHOE OTHOMICHHE® TOYKN IPHKOCHOBEHHHA KacaTeabH0H & KPHBOIL
¢ TOUKMH IlepecedeHHs ee CO CTOPOHAMH A-Ka PaBHO #.
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3. l'eomerpmyeckoe Mecro ocHOBaHWEl HopMajel, MPOBEeHHBIX
U3 TOYKH (xy) MIOCKOCTH K KpuBoil 2’ o' "=—a%"7 ¢eTh 0GLIKHOBEHHAM
ruIep6oIa.

0. Aaa wnpuswa 2-20 nop. a3 — Caf =o [HonmywaeMx s yp-n (19)
IPH YCIOBHH ¢p 03 — 07 = o).

1. Ecam 4epes Bepmuuy 4; 0CHOBHOTO A-Ka IIPOBEIEM JIBe IpAMHE,
TO HPAMEE, COeUHANITE HX TOUKH HePeCeUeHUs.C KPHBHME 23— Crf=—o,
HepecexalTca B 0JHOM TOUKe P NPOTHBOIOIORHON CTOPOHH ((pHr. 25).

DO, Jlas wpuswix 3-10 nop. x5 25— Cil—o |[monydaeMBIX W3 yp-md (19)
IPH YCIOBHH @z 03 — 05 = ol.

1. Bcam mepecedem mpsaMoit cucreMy KpUBHX 2, 25— Cri—o HPAMOM
IpOXoJiAMmiel Jepes TOYKY BO3BpaTa, TO KaraTeJbHHEe B TOYKAX IIepece-
UeHHA ECe CX0omaTcda B OJIHOH M TOH e TOYKe KacaTeJbHOIT mepermba.

3. M3 To4KHM P IIOCKOCTH MOMKHO IIPOBECTH K ONHON M3 KPHBHX

ceMeieTBA #p 25 — Orf = 0 mpu KACATCABHHX; WX TOUKH IPHKOCHOBEHHA
JIeFRAT HA KOHHYECKOM CeUeHHH, ITPOXOJIIIieM qepes TOUYRY P ¥ BepHIHHE
A4, Az, A3 0OCHOBHOTO A-Ka.

3. Racarenpmsle stH  wmMeloT
BCErJla OJHO H TOe JBOMHOE 0THO-
meane ¢ PA; (mam Pd3), ecan
To4YKa P IBH:KeTCA 10 Kakoll 1m0
JApyroi#t KpHBOH Halmeil cHCETEMEL

4. U3 ToukHW  RacareabHON Ie-
pernfa kK Kakoil Jam6o: KpHBOi
CHCTEMEl MOMKHO IIPOBECTH  0duy
KacaTeIbHYI0; M3 TOUYKH KacaTesb-
HOM BO3BpaTa — Ose KACATEJILHEC:
H3 TOYKH M KPHUBOI — odmy Kaca-
TeJTBHYIO.

5. RacareapHad, Ipoxojaias
depes TOURY M oGpasyer ¢ Ipd- i
MEIME M A4, MAy m MA; mocTosH- " Dy I
Hoe JBOMHOE OTHOTIEHWe.

E° Jan morwn ponwex wpuesir.

1. Orpesok KacaTeabHoi, Jeikalledl MemIy aCHMITOTAMH, MCTHTCS

. = v
TOYKOM INPHEKOCHOBEHHA B OTHOIICHHUH 1)*1
2

2. OTpesok HOpMAJH, 3aKTOUEHHON MemILy OCAMH, JCIHTCH - MOTH-
TPOIHON KPHUBOH HOIOJAM.

8. TpeyroabHumEm: onHH, 00pasoBAHHHII KACATEABPHOH W 0GOHMHE
ACUMIITOTAMH, JPYTroil HOPMaAbld U OGOMMH OCAMH — 00628 BIIMCAHLL
B OJHH H TOT K€ KpYT.

IO Jaa nomenyuarvkoii xpueois.

1. TloTennmanpmas kpweas A-Ka HPOXOJUT dYepe3 ero IeHTp
TSSKECTH. '
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2. Kpusasa Longchamps’a IIpOXOZUT dYepe3 LEHTD BOHCAHHOI'O B A-K
Kpyra, 4epes IeHTp TAXecTH A-Ka B Toyky Lemoin’a.

3. Kpmsag Longchamps’a mpoXoguT dYepe3 [Be KOHEYHBE TOUKH
CpelHeH CGTOPOHB M B HHX KacaeTcsi 060MX JIPYI'HX CGTOPOH A-Ka.

10, W—C 0un woopd. A-K@ ¢ MHUMBIMU IXEMEHINDMN.

[Qactauit cayvait W—C 1epBoro tumaj.
70 Pasauwunvie sudse W—C e smon cayuae,
B stoM ciygae W—C onpenendiores yp-M:

Vol o o2
g_t.l—f—lieAarCtg;;:C == (25)

A" IlpuMendas k HEUM npeoGpasoBaHHe,
IepeBo/IATIee

Ty =2, TX=y, x =1,

b

0Ty 4aeM

dur. 35,

e
Va? £ o7 e =0 . . . . (40)
Wl B TOJAPHBIX KOOPIHMHATAX

pelp  mpEkieechh, Bual 5,5 0N

— Yp-ue sowapupmuveckuzr cnupasei — Pur. 35.

Ecim k<o, To uMeeM
¥ =0

—Y¥p-He CHOHpael, HAIIPABJISHHEX B OOPATHYIO CTOPOHY.
IIpu k=0, nmomygaem
£ 5N K(4n) '

— Y P-HE KOHUEHMPULECKUT OXPYHHO-
cmedi—HT. 36.
B Jlanee, momaras

r=x =1 x3=y,
ITOJLY YU M
sz ==l Aarctg .
— z
¥
[Tepexons ¥ MOJAPHHM KOOPIH-

=6

1
HaTaM M IoJarasg ;:fgu oynem

UMEeTh yp-He

Ce*
sinzu—{—ol‘qzu s 45

[Tosmygaem ypabHeHMe KPHBHX, DAaCHONOMKEHHE KOTOPHX HMeeM
Ha (pur. 37.

'rz:
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8°. Csoticmsa aorapudmuveckod cnupai.

1. JlorapumMudeckas cnmparb ITepeceraeT PaHyCH BEKTOPH, BEX0-
JdIpe U3 TOYKH O IO OJJHAM W TeM 3Ke YIJIOM.

2. llomoe morapHMUUecKoil CIHPATH €CTh ACHMITOTHIECRAT TOUKA.

3. Pagmyc KpHBEBHH J0rapuMIIeckoil coupann — IIHHe ToISpHOil
HOpMaJH.

4. HarypaabHoe ypaBHeHHe JOrapHQMATeCKON CHEpaIn

]i‘S:Q—VI\"2+1 C.

B ;J‘JIHHd AYT'H Jorap. CHHpadd OT IMMoJdi0ca 10 TOUYKH P

— JUIMHE KacaTeJbHOi B Touke P 710 mepecedeHMs ee ¢ HepUeHTUKYIIpoM
K paauycy sekropy OP B roure O.

6. Bee JorapHpMAYeckHe CIHPAIH
C ONHEM H TeM e YIJIOM IIoj‘eMa :
10J10GHHL.

7. Rasgasa norapadmuveckas crnu-
paJb OTHOCHTEIBHO I10J0CA 110100HA
caMa cele; Bce JOrapu(pMUIeCKUe CITH-
paln ¢ OJHHM ¥ TeM e II0JI0COM H
VIJIOM TI071°éMa  KOHIDYSHTHHL MEmIY
¢000iL.

8. JBOJIOTA JIOraPUPMHYCCKOIN cOH-
pajm ecTh KOHIDYSHTHAsS CHHPAID
G TeM e IT0JICOM.

9. Ecin 4epes Bce TOYKM JIOTApH- ®ur. 37,

(Eyeckoil cumpaad IIPOBeTeM IpAMHe,
00pasyoIue MOCTOMHHKIE YroX ¢ KacarenbHoil, T0 MX orméanoias 6yjier
CHOBa J0rapu(MHUYCcEas CIHPATIL G TEM sKe IT10JI0COM.

10. [ogspa morapuMEYecKoll cHUpaJd OTHOCHTEABHO IOJOCA eCTh
CHOB2 JIOTapA(MHUUYECKas CIIUPadb ¢ TEM JKe IOJICOM H TeM e YIUOM
mog‘eva.

11. Ecan B momoce JI0rapuMuYecKoil CIHPAAd MOMECTHTH CBET-
myocda TOUKY, T0 EayCTHKA OyjeT CHOBa JOTapHOMHICCKAR CIUPAIb,
KOHIDYSHTHAS TaHHOI.

12. Keanm 9epes TouKy P IUIOCKOCTH HPOBEIEM KAGATEIBHEE KO BCOM
BABHTEAM JI0rapU(IMHTECKOIl CIMPal, T0 TEOM. M. TOYeK IPHKOCHOBEHIA
€CTh OKPYHHOCTE, IIPOXOJAMIAA Yepe3 To9ry P W momme cimpasm.

13. Jorapmpuuveckas crnupand DPHHAIEHRAT K CHCTEME KPHBLIX
¢ XapaKTePpUCTHRKaAMH g =1, »==1.

14. Ecam  mepecedeM J0TapH(OMHYECKYI0 CIHpanb HOpaMoil # u
BO BCEX TOYKAX IlepecevdeHHd IIOCTPOMM KacaTedbHEE, TO OrHOAIONIAd
IrocaeHux Oyjaer mapalosa, Kacaioinascsa IpaMoil « W HMEITAS CBOHM
QOKYCOM TIOJ0C CTHPAJIH.
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15, Bsammpaa 1ogaapa JOTapUPMAICCKON CHUPATH OTHOCHTEIBHO
CONPHKACANIENCA PABHOCTOPOHHEH THIEPGOJH ¢ LEHTPOM B IIOJIOCE
eCThb CHOBA JIOTapHMHUYecKasd CHHPAIL TOIl ke CHCTEMH.

16. SHasl JIBe TOYKH M II0JIOC, MORHO IIOGTPOHTH CEOIBKO YIOTHO
TOUEK JOrapHPMHIeCKOH CIHpaJu.

17. Eean yrox ¢ Bos3pacTaeT B apH(METHICCKOI IIPOI'PECCHH,
TO PaJIHyCH BeKTODH, BBIXOILHIHHG U3 I0J0Ca, BO3PACTAOT B I'eOMETPH-
YECKOH IIPOrpeccHu.

18. dmas 1Be ee ToukH P, P, m momoc O, cTpomM Ha OF; Tpe-.
yroapHuk OP; Py mojio0ubit A-Ky O P,. Ilomydennas Toaka Ps ovrer
OpAHAMIERATH Hallell KPHBOIL.

[Mono6roe MOCTPOEHAE MOKHO MPOJOJKUTL W IAJbIILe,

I1. W—C emoporo muna,

90, Pasasuunvie 6ulvr XpusvLt 9mow muna.
Jast W—C BTOpOro THIA MBl I0JYYHIH VPaBHEHU S :

A°. Tlepsoe ,
X3 . 09
(o1 —m)—Ldlg—=0 |, . . . . {21
X2 &1
HJIH, IMoJaras
o V1 — Py _1
Vel il
IOJIY9IUM VDPaBHEHHe
Ui
:L'z buro
— ':C'............(44)
&

OGItiee pacmomosKeHHe KPHBEX, ONDEIeITeMEX HTHM yp-eM uMeeM
Ha qmr 1.

°. Jlus cayvas, korza BepmmmHA 4y VIauAeTca B 0eCKOHEYHOCTD,
ypaBHeHHe KDHBHIX IPHHUMaeT BHL

(91 02)@
X2

—I-ﬁl ——(‘.........(28)

COOTBETCTByIOHme KPHUBHE Hsoépameﬁu Ha (ur. 15.
°. Rorja yrausercs B 6eCKOHOUHOCTH Touka Ay = A3, T0 v paBHEHITe

KI)HBHX B 9TOM cJydae 6yaeT BHA:

z3 e S z
(91 ___yz)xfé—,—ﬂl(/ilz_ﬁb—o T e S (9)

Kpustie, ompeneiasemse stum yp-em,—mHa ¢ur. 17.
D°. TlpuMensas K KpuBHM (44) Ipeo6pasoBatme, IPH KOTOPOM

X =y, =% 0 3 =1,
”OHyT{HM
1

bz

Bl e e et e i Y
Kpusge, COOTBETCTBYIOIIHE STOMY YpaBHeHHIO MMeeM Ha (puUT. 38.



YpaBHeHue KPHBHIX (44) B JAHEHHHX KOOPAHHATAX 0y mer
uz2

'H-]_ Dus =
bu3_06 S SRS ORNT NN

TlpuvcHsad K HeMy Ipeo0pasoBanue
W=7, Uy =1u, U3 =1

MOy IHM
v=Ce" . ...(47)
E°. ITpuMeHAs K KPHBHM (44)
npeo6pasosanme

¥ =9y, Bz—1 A T3=2 =

N COOTBETCTBEHHO

=0, =1 H Uz =1u

IOJIYIUM W3 YDaBHeHus (44)

x

y=0Ce® . . . .(48)

—yp-1ie ceneiicmea worapudhmunecrnr Sun. 58
wpugviz—QUr. 39,

a W3 ypaBHeHHs (45)
1

e D gl Fha & ot of gt e 130
F°, Tlpumendst npeo6pasoBaHie
r =1, 12 =4

¥ KPHBHM (28) H Ioxaras (o1 — ¢z) @ =— &, IOJLYyTHM

/ y:Cerq;

T. €. KpHBHe THIA (46).

/// GO, HPI/IMBHHH HpeOGPaBOBaHHB
// Xo =Y, ¥3—&

K KDPHBEIM (29) W HoJgarad

S R asgparlon gou Gl
S L e e x
\\ IOy 9HM
\\ ik b
| 03 4z
o ™ ==
Wi B IIOJAPHOE cHcTeMe KOOp-
@ur. 39.
IHHAT
b

= e S W e ro
" sing (1 — Cedo¥) a0

HKpuBHe L8 ATOTO yPaBHEHHA HMeeM Ha (ur. 40.
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H°, OrneceM J0rapH()MHUECKYI0 KDPHBYIO, OIPeJeJdeMyl0 yp-M (48)
K KOCOYTOJBHOM CHCTeMe KOOpAHMHAT, B KOTOpoil IpuMeM: 3a och OY
IpAMYI0, MPOXOJAIIYI0 Yepe3 Havaao IIoh YoM ¢ =—45° k ocH OX,
a 33 HOBOE HAYaJ0 TOUKY (0, —b).

B aroit moBoll cmereMe kooprauHAaT yp-ume (48) Gymer Bua:

¥
I Yiae—=tiw. .. ..., . o000

Kpusag, oupenesseyMas mocjaeTHAM Yp-M, Has. xpugost Debeune'a. Ona
NPEICMABAREN C0I0%h AOIAPUPMUKY, OMHECEHHYIO K KOCOYIOMBMBIM OCAM: OCHIO
Y-0B CAYMKHT aCHMUITOTa KPWBOH 2 —y-+a—o, a 0CHD 2-0B HpsAMasd,
MapaJleJbHAA OCH X-0B.

Takum o6pasom kpupas Debeaunea npuma/uresxutr & W — () Bro—
poro THIa.

10. Csoiicmea W — C emoporo muna.

A°. U3 yp-mit (46 -49) caexyert, 410

1 o

1. Kpusnie y = Cre* 1 y = Ce ¥ 1BOIICTBEHHDL

2. W—C1I-ro mHnma C¢yTh HpPOKIHH JarapH(QMHYCCKHX KPHBHIX

3. Beom w3 gmo6o#t roukm P
IJIOCKOCTH ITPOBECTH KacaTeJbHEEe
K W — C lI-ro tana, 1o reoM. MecTo:
TOYEK ITPHKOCHOBCHHSA €CTh KOHH-
YecKoe cedeHHe, MPOXOIAIINCE dUe-
pes Touky P # TOURY A; (x;=o0,
Ty = 0), HHAYE

W — C wpuswie 1l-20 muna cymo
KPUBDIE CUCEMBL C XTAPAKM EPUCTU~-
wanuw p=1, v=1.

B0, Cgoiicmea  aocapumuvecrkoii:
KPUGHH.

1. /lommna mojkacaTeabHoR s
JorapugM, KPHBOH OTHOCHTeILHO-
ocn OX eCTh BeJMYMHA I0CTOSHHA.

2, SHas 0JHY TOYKY KPHBOIl, MOMKHO C IIOMOINBI0 ITOJOCHHX A-KOB
MOCTPOUTH BCE €€ 0CTAJbHBIE TOUKH. :

3. YPp-ue opPTOTOHANBLHBIX TPAaeRTOPHIT 15 HATICH KPUBOiT GyjleT BHA .

=T (- Crs . oW L )
T. €. UMeeM CHCTeMY KOHIDYSHTHHX Mapo6orx ¢ o6mieil ocplo. OTenja
MOKHO CKas3aTh:

W — C -0 muna cymv opmoronasvuvie mpaexkmopus woMTPYIHMHEGL NaA-
pobox ¢ obwedt ocvio. Dur. 41.

dur. 40.

C°. Ceoiicmsa xpueoit Debeaune'a
1. Ecomr mymuEy oTpeska acHMITOTH, BAKJIOYEHHOLO MEKIY TOYRAMU
lepecevenus ¢ Hel0o KacaTeThHOM W NpaMoil, HpoXojdmiedl Yepes TOUKY
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kacanusg I[[-HO ocH aGCI[MCGC, HA30BEM nooxacamensnod, TO OIuna no0Kaca--
meavnoll xpusois Debeaune‘a ecmv eeauuuna NOCMOAHHAA.

2. TeoM. M. KacaTeJBbHHX, ITPOBE/IEHHRX W3 TOYKU P IJIOCKOCTH K JaH-
HO¥ KPHBOI GyieT surepboaa, TMPOXOIAIIAA depes HTY TOUKY, CTAJIO0 OHTH.

Kpusaa Debeaune'a ecmbv #pusas cucmemvl ¢ rapaxmepucmuxayu (=1,
=1,

III. W — O ocmazewoix munie

11°, W — C mpemvero muna.

B cayuae meperneRTHBHOM KoJUTMHeAlHn Vp-ue
OLPeIeNHeT nyYuox npAmvi@, IPOXOJALINX Tepes HeHTp KoannHeannn Ta-
KHM o6pasoM B 9ToM ciaydae W —C cyrh upsavpie — Qur. 18.

120, W—C uemgepmoro mungd.

B aTtom caydae yp-we :

Cx - 815 — oy ==l ;Y581)

JaeT Iy Yek KOHHIeCKUX CoueH i —
pur. 19.

AY, lpumensg 1rpeoGpasopa-
Hue, IpH KOTOPOM

T =My T — U, g — 1 g
ITOJLY YUM

Cx? LBy —2ax =0 . (52)
— RYUou ICO’HH;%BC%’M(E G@M@H%'ﬁ, UMETO~
WUL CONPUKOCHOBEHUE 3-20 nop.

B°. Tlpuwmenss upeoGpazoBa-

HUe: &y — &, &3.— [, 1 — |, HDHBE:
meM yp-ue (31) & BHLY

C - px?— 2ay = o;
mocJejHee Hpu a=4 OyJer:

1 Y
yrﬁ—)x‘?zc P e e e (0

T. €. [OJyYaeM < KoWipyawmuu® napabod, OTHECEHHBX K KacaTeJpHOH
=0 W K JHAMeTPY y==0 (0Cb mapab.)—(ur. 42 u 43.
Co. Tipu C=o, yp-de (31) mepexojuT Opu #=¢ B yp-uC

x§ﬂ211r,3=0 s R e e ()

T. €. TMOAYTACM HOWUuEcKoe ceuenue, KACAIONIEECHA NPAMHX Zy =0, 73 =0;
npsaMast @z == 0 — X0PJa IIPUKOCHOBCHAA — ¢ur. 25.
D°. Eeam ojHa W3 BTHX KacareJbHHX, Hamp. a3 = 0 COBIAJAET C o —

HO VJIaJ. TpaMoit, To yp-ue (54) HPUBOJIHTCA K BHAY
a2 —2r; =0

T. €. CHOBA HOJyYaeM napadory.
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13%. W — C namoer muna.
B nammom caywae yp-ue

TP G, T TR

OUPENeIACT nyworw wpamuir, TPOXOJAIIHX Tepes TeHTP TOMOJIOMHH o =10,
Z3 =0), Jekanieidl Ha ocH—QHUT. 20,
14° Cayuan eviposcdennoii worrmmeayun u W — C.

Korpma o MM HECKOJIBEO KOpHEeHR
XapaKTEPUCTHIECKOT0 YpaBHeHUT /\(0)=0
o0pamaioTesa B HYy.JIb, COOTBETCTBYIIAsA
KOJVTHHEAnA HAa3, 6biposcoennoi,

PaceMoTpuM coeiy0Inue Caydan:

A°. Hyen v 00um us wopuei, nanp. 0, = 0.

Torma ramoHmveckass $HopMa KoH-

THekca (15) mepexonur B

0121 21 ~ @z Uy X =0
H COOTEETCTBYOINEE Jup(. yp-He 6yier
01 21 (®dr)2s 4 02 23 (xdz)3; =0

ero HHTErpaJIbHHEe KPHUBHE ONpe/Teai0Tcs
yp-eM:

Bty gl — B O
&Py af C

Our, 42.

WA B 0OHKHOBEHHBIX KOOpAHHATAX
g2
y == C{(‘px
ToJyvaeM yp-me BHIa (33).
B°. ITyzms 0sa KOPHA TAPAKMEPUCTNUYECKO) Yp-ud =0, Hanp.
02 = 03 =0.

Yp-fie KoHHeKca [A crp. 41] B 3TOM ciayuae Gyjer

01 % 21 By uz =0,
COOTBETCTBYOIIEE JHMPEPeHIl. yp-ue
012 1(xdx)p3 - Bry(xdr)i=0. I
Ero muTerpad

Z3

oy
01 ';2" + Blyg o C

Homaygaem yp-ue Buma (27).
0o, IIa'.'coneu, x010a 8ce 3 KOpHA Xa-
parm. yp. pasguwovt wYA0: 01 = 02 = 03 — 0,
Kamonuueckas opma KomHekca [A°

«eTp. 43 1un I'V] umeer Bu:

axq uy - Bx uz =0

A TupPp. yp-ue *
ary (zdz)y + By (xdr)= 0. dur. 43.




— 59 —

Ero mMATerpajbHHeE KPHBHE ONPEIeHATCS YP-eM:

Cz24- B2 —2axy 43 = 0,

B ATOM cJaydae HPAXOJHM K yp-HIO (31).

Takuy 06Pa30M ¢ TEOMETPHYECKOil CTOPOHB BHPOMKICHHHE KOJILU-
Heal[Hd HEUEer0 HOBOIO He JAI0T. Bo BCeX YKasaHHEX CJydasx 0Ty daeM
PACCMOTPEHHHE BHIIEe KPHBLIC.

159, 3uauenue W—0C 8 meopuu ouhepeAuuwarvnole yp-uil,

‘Pacmosioskenne HHTeIPAJIBHLHX KPHBHX Yp-HA Jacobi (HJIH 4TO TOKE
W —C) B6AH3H ero O0COGEHHBIX TOUCK JIEKHUT, Kak H3BECTHO, B 0CHOBE
KJIACCH(HEAI AN O0HKHOBEHHHX RPUTAYECKIX TOUEK nud e peHIHAIBHOIO
yp-a 1-T0 mOpAAKa H 1-0ff CTENeHH.

TlocaeHsad KJacCA(pUEALAA aHa H. Poincaré.

[H. Poincaré. ,Sur les courbes défves par les équations différentielles®
J. de Math. (3), 7, 1881]. ;

O7HAKO CJIeLYeT 3aMeTHTh, 4TO TIIHL 0COOCHHHX TOUICK, YCTaHOBJIEH-
nue H. Poincare, enepsvie ecmpeuanmes 8 paoome H. Kyxosckoro. RUHEMATHER
suaroro Tena Marem. C6. T. VI, 1876, cTp. 61 1in Cou. I, ctp. 92.

Ha 5T0 06CTOATENHCTBO, & TAKMKe H HA TO, UTO 60MPOC O KPUMUNECKUT
mouxax Jugpepenyuarsrnoro yYp-us Mmecrwo C6A3AN € UIYUEHULH POIAUNHLLY MU~
noa camonpoexmusnsir xpughiz (W — C) o6paiiaeT BHUMAHUIE mpod. 1. M.
Omamos. [ M. Cmmmos. H. B. JRyroscrnil H RIaccH(UKAIIA 060-
GeHHHX Touek AAQQep. yp-a 1-ro mop. 1924 r.]. s RS

B cpoeit padore M. JKykoBekmil paccMaTpHBaeT LA 6ECKOHETHO
MAJHX JHHAEH TOROB caepyiomee audd. yp-ue

day dxz, dx3

e = =

nrxq —l’—-ng ) k.1'3

—7721 xy —NXp
WIH B 00BIKHOBeHHHX KOOpPAHHATAX

dx dy
ny L — 1Y nxe -+ ms Y

Baap mocyennee yp-me B BHIE
© dx (na + moy) = dy (mq £ — 1Y)
I 3aMeHHB B HeM .

mg - my Mg — ¥
my =— -
2 2

7

Mg - my | My — M
my = —1 78 + =
2 2

VMHOMKHM Ha MHTeIPHPYIONIHH MHOKHTEND

1
M— “pnge
(my — my )y -+ n(224-1%)




g

Torga moayyum

(mg — ) (ydo + ady) +2n (xdo —+-ydy) - (mz +-m ) (wdy —ydz)
e — ey n@ Fg7)  (me—m eyt n@+ )
Wiy - My J g
n ;
& z—/vz__:lj 72 — M i ?/ i : (55)
A i 2

Ompejesus KpUBHe, YAOBICTBOPIOIIUEe BTOMY yp-HK, JyKoBCRUI
HeeJeyeT Takke W ero KPHTHYeCKHe TOYKH, IMOHMMAd IO/ IOCTeHAMU
,TOUKH, B KOTOPHX JWHUU TOKOB II6PECEKAIOTCH, CONPHKACATCA HIA
uMel0T 6eCKOHEYHO GOJBLIVIO KPUBHBHY®.

PacemarpmBaeT oH CheyOIIHe CIyYau:

A°, Ilepsouis, xoeda (my — iy )2 > 4n?

B arom cmyvae yp-me HHTerpaJdbHHX KPHBHX HMeeT BH/L:

log [(mg — my Yoy +n (22 492 )] =
S W my - my % 2n (w) + (my —my ) =V (my — my )2 —4n?
- Worall P y e
i/(mg my) in? 27@(£) + (my — g ) 4+ V(m2 —my VP a2

Tlomoxnun
o + (mg — my ) —Vgnz —m{i)é;— 4n? T l/ﬁ.l ¥
w VO M AR, _yg, y,

ﬁomyq}m

XN 4

X)'::C(%,) ,

\

e
My —— 1y
TV (mp—m,)2— An?
Ob6o3Havasn
] —d=—m 14+A4A=nr,
OyeM UMeTh
i C’XE

— yp-He, paccMOTpeHHOe HaMH BHIIe [cTp. 15, yp-He (33)].
Oteoma:
T2 /
1 HPI/I? >0 mojyvaem yp-He papa0oa BHCIIEIo IT0psAIKa, H306pa-

sReHHHX Ha ¢ur. 21 u 22.



P
7 Hpn;_2—<0 — yp-ue TAMep6oa BHEIIET0 MOpAIKa; PAcCION0mKe-
1

HUe KPHBHX Ha (pur. 23 U 24.
T
Ie. IIpm Ti———l — yp-ue Ny4YrRa IPAMBIX — (pHI. 20.
1

PaccmaTpuBad pacliososkeHHe KPHBHX BO BCEX HTHX CAydadx,
a TaKsKe CPABHEBAS IOy YeHHBEe Pe3yIbTaTh ¢ padoroit Walther von Dyck'a.

[Walther von Dyck. ,Ueber die singuliren Stellen eines Systems von Dif-
ferentialgeichtngen erster Ordnang. Miinchen Ber. 1909],

NPAXOJUM K CJeLYIOIIHM BEBOJAM:

B I-om cayuae — 6caxas JIMHUS TOKA (MHTEIPAIbHAS KPUBa) npoxooum

yepes KPHUTHYECKYI0 TOUKY.
Takyio Touky HasbBaioT yzaom. [noeud — H. Poincaré, Knotenpunkt —

W. Dyeck].

Bo II-om caywae — depes3 KPUTHIECKYIO TOIKY IIPOXOJAT 1IBe K TOJIBKO
JiBe JUHWH TOKa (Be MHTerpajbHBe KpPUBLE) —y HAC: aCHMITOTH T'H-
nep6od, Hoyvdaliiuecs u3 yp-ud (33) npu C=0.

Taxyo TOURY Ha3HBAIOT #eitmpasswod, [Col — Poincaré, Doppelpinktt —
W. Dyck].

B IlI-u — uMeeM KpHTHYeCKY® TouKky — Bischelptinkt [— W. Dyck].

B Pacemompum meneps PAcnROA0NCCHUE KPUGHLE NPU YCAOGUYU, KOIOQ

(mg — my )2 — 4n? =0.
B sTom caydae yp-me (55), IIpeJcTaBlIeHHOe¢ B BHJE

(my — my ) (ydz + xdy) -+ 2n (zdx + udy)
(my —my ) wy +n (2% 417 ) S

my - my d Y

n z (56)
_z{_!_ mg ——— 2+1 (7712—m£> . o s L .
2 2n S 4n?
npeo6pasyercda B
My~ My a?
(mg — my ) (yde+wdy) + 2n (rda + ydy) n “
(mg —my )y +n (22 4 3%) = Yeo 1 2
—
HBTerpupys IMociae[Hee Yp-He W IOJaras 3atTeM - +f@_: B,

TOJIY 9AM

Jog |(mz — mq Yy +n (22 442 )] =log C+ B 71 >

Y41,
Zr



HJIH

(niz — ) & _1'._ n (.Z'Z +92) _— C(; Brg 1

%

¥ HaKoOHell, B IMOJIAPHEIX KOOPIHHATAX

B
(mg —my ) 12 8in @ c0s @ - nr2=Ce % +1

Ipu my —my = — 2m:

B
12 (1 —sin2¢) = Ce 7% + 1

g
W, HaKOHeI[, 3aMeHds (p:erwf, HMeeM IIPH BepXHEM 3HaKe

C

sin yetlov—1 °

T =

Toe B=41,
B pacemarpusaemom caydae Bce HMHTerpajbHEe KPHBHE IIPOXONAT

gepes modmoe (Pur. 40).
V1. 9my moury Rywosenuii evideasem

6 mouky, omauunyo om y3se, B ciayyae

ysla, ecjH B3gTh BCI0 CHCTeMY KDUBHX,
HMeeM TOYKY Ileperuba, a 3dece — moury
'\\ npecewenus (vemanossu).
y B cxeme W, Dyck’a mocaeonas moura

)

omeymemeyem.
C°. B mom cayuae, xoida

(mp — my )2 — 4n2 <0
yp-ue (55) maer:

Dur, 44. log [(my —my Yoy + 0 (22 -+ 42)]
7
20 — My—~—Mi
=logC + Mv arclg x_l-( : 1)‘
nV an? — (mg —my)? TV Ang — (mp— m)?

I
(mg — ) xy ~+ n (2% 432 =

mz2 -+ m1

— arcly —
T C@ ot 1/1 - (w2 — m1)? ‘/1 (m2 — wa)?

4n? 4n?

HMeeM yp-He JoTapHMUYeCKHX CIHpaieil, KOTOpoe IepeXoiuT B

‘/22 +y? = Cebarcty ¢ur. 85,

VO. B gmom waywae HH OIHA JWHHHA TOKA (MHTErpajJbHas KpPHBasd)
HE TPOXOIHT depes KPHTHYCCKYI) TOUKY, HO ACHMITOTHUYCCKH K Heif



e

IPHOIMKALTCH, BCE BPEMS 3aKDYIHBAICH BOKPYI Hee. Takyn Toury
HAsEBAIOT gorysowu [foyer =II. Poincaré, Wirbelpunkt — W. Dyck].

De. Ilpu my + my —0
CITHPAJH TIePEeXOIAT B IAIUnCH:

2mp zy - n (22 4-32) = C — ¢ur. 44.

E° Ilpm k=0, morapu(MEIeCKHe CIIHpaJn IIEPEXOIAT B oxpymHc-
noemu — (AT, 45, )

VI B caywaax D° uw E° um onma JHHAS TOKa (AHTeTpaIbHAS
KpUBaA) He IPOXOIHT depe3 KpHUTHYe-
CKYI0 TOYKY, HO B OTJHYHE 0T IPefLIIy-
HIero0 Cciydas ara HmocaeHad GyIeT OKpy-
JKEeHA, BAMEHYTHIMW JTHHUAMH,

Tarylo TOUYKY HasHBAIOT wuewmpom
(centre—Poincaré, Isolierter Pankt— W, Dyck]|. /-

VII®. HRpoxe yrasamwvir wxpumuvecxux

MOUEK, MbL UMPEM e O00HY KPUMUUCCKYI \J
mouxy, HOCJIEl[HHH Imojay4daercsa AJad HHTe-
T'PAJLHEIX KEPHBBIX B TOM Clay4dae, Korma

XapakTepucTniecroe yp-ae A(e) =0 umeer
TPOHHON KopeHs.

CooTBeTCTBYONTNE HATET PAJbHELe KPH- |
BHEe yp-us Jacobi mMeem Ha ur. 19.
SIech ME WMeeM NYY0K KOHHYECKHX ce-
YCHIH, HMMCOIHX CONPUKOCHOBeHMe 3-ro mnopsaika. Caydait sror He
yraszan HH sRyrosckmM, aun W. Dyck’owm.

Tarxywo rtoury mo:uo HasBarh (/1. M. Cumios) — point d’osculation,
Beriihrungpunkt.

ur., 45.

160 dumepamypa o W-C. Kpome ykasaHHOI BrIIIe, Ha30BeM eme caeayouiae padoTsl.

L. Encyklopidie der Mathem. Wissensch ften. B. IIL. Heft %/,

2. 8. Lie. Vurlesungen iiber Continuirliche Gruppen 1893.

3. G. Loria. Spezielle algelr, iind transcend. ebene Kurven.

4. H. Wieleitner. Spezielle ebene Kurven.

5. G. Fouret. Sur les courbes planes transcendantes, susceptibles de faire partie d'un systéme
(¢, v). Bull. de la société Math. de France. T. II, 1873-74.

6. M. Jamet. Sur les surfaces et les courbes tetraedrales symetriques. Ann. de 1’école nor-
male supér T. IV, 1887.

7. A. Cumyos. K Boupocy 06 o0COGeHHHIX aMeMeHTAX KOHHeKca. 3. Kas. ®us.-Mar.

O6nr-Ba 1902, :

8. D. Sinzov. On the theiry of counexes. Tpyxet V' Mar. Konrpeca B KemGpunsxe.

9. G-H. Halphen. Etude sar les points singuliers des courbes algébriques planes. Salmon.
Traité de géom. anal, 1884. :



{0606wenwe topmynei Enneper'a-Beltrami Ha cHCTEMbI HHTErPaNbHBIX
Kpubix Ntathdhosa ypasHenua

Pdx + Rdy - Qdz—0 ().
I -M. Cuanos.

1. W. Blaschke B I 1. c¢Bomx Vorlesungen iiber Differentialgeometrie
8. 70 — 71 1maer BechbMa IIPOCTOIl BHBOJIL HHTEPECHOH 3aBUCHMOCTH MEKILY
TPeMA OCHOBHHMHM KBAJPATHYHHMH TU(PepeHiuaIbHEMH (HOPMAMH:
1) KBaZlpaToM BJIeMeHTa JIyI'H KpPHBO Ha mosepxmoctH (1-# JHp-
(epenil. (opmoir)
1 = ds?=dx? | dy2 + dz?
2) JIeBOM YACTBI0 YPABHCHUS ACHMITOTHYECKHX JHHMIL (2-H muddp.
~hopmoit
Il = rda? 4 2sdx dy + tdy?
U 3) KBa/JPaTOM JHHEIHOT0 aeMeHTa cepuieckoro usodpakenus 11,
BasAB 3a OCHOBHBIE [Ba B3AMMHO-ICPHEHIAKYIAPHEX HATIPAIPABIE-
HAA JUHHH KPHBHSHH di§ M db§ MBI MMeeM B BeKTOPHAJIbHOH (opme

il

= " b . 1 = 11 ; 1
I—=d,§2--dy¢% 11— R, di§3 - x, dog?, 1l = 'RTZ di§* + }Tzz dxg?

HCEII0YAA 4§ U dp§ TTPUXOIEM K (YOopMYy.Ie
Bod 20 1] -ldllasioied | oispuy: Sfmi ot}
rne K —T'ayccosa kpususHa, H — cpejHas KpHBH3HA.
2. MHTEpecHO IOCMOTpeTh, Kak COOTHOIIeHHe (1) M3MeHsercs, ecJau
(1) He BHIIONHAET YCJ0OBHS HMHTETPUpyeMocTH. Jlaa OPHEHTUPOBKHU BHI-
“BeJleM COOTB. COOTHOIIEHHEe IPWUHMMAA TOYKY 32 HAYaJJ0 H ILIOCKOCTDL eil
_HIpHHAJLJIEEAMYI0 B cuiry (1)
B(X—2)+Q(Y —y) + R(Z—2)=0
-3a MmuaockocTs XOY, W ruaBHHEeE B Heil Hampasiedus 3a OX u OY.
Torna
P=@P-dgh = L e

| 1
— e Ol 2
II_Rldfv+R2dy )




e R |

BB o=

HaKOHeI] }
I =Y dP?

eCJH ]Il VIPOINCHUS BHUHCICHHH TpHHATH P24 @+ R’=1, u caej.
dR=0. T. o6p. Il npuBoAuTCA K BUIY =

ei g e = 3
HI — | — (2 2 L P e SR [ Tl — (G2
(H$+4G )dx +G (Rl Rg)dxd‘0+(Rg+4G)dyz

Bueern coornoirenne MeHRIYy TpeMd (I)OpMaMH T. 0. HeJb3d, H HaJ0
BBECTH YCTBEPTVIO (I)OpMy, 32 KOTOPYIO ecTeCTBEHHEe BCETD IIPHHATD JEBYIO

9aCTh YPABHEHHS JHHWH KPHBH3HH (1-T0 OIpeje/eHHusa), KOTopoe B BH-
OpaHHOIl cHeTeMe HMeeT BHJL
1V = daxdy (mmn Kdzdy)
TaR 4T0 :
1 1 1 ¥ o 1 1
Hl— G| = | IV = b R @ e @y, . (e
(g5 =(mti0) @+ (mtE)w - ©

\
Yeaosue copmectaoets (a), (b), (¢) maer HaM TaKHM 06pasoM COOTHO-
[eHHe B BHIe ONpeesuTeds, KOTOpoe II0 PACKPHTHH NPHHAMAET BH],

il 1
— — e e
o) =0 2)

s i-ae). e G(

OHO H WPeJICTAaBIgeT TO COOTHONICHHE, KOTOPOe MBI XOTeJH BHIBECTH,
HO TOJBKO IIPH TACTHOM BHI6Ope CHCTeMHL KOODIMHAT, W KOTOpOe IIPH
G = 0 o6pamaercs B coorHommerne Beltrami-Enneper’a,

Y1o6H IIOJYIHTH €10 B OCINeM BHJe MOEeM NPHGETHYTH K ITpeodpa-
B0BAQHHI0 KOOPJIMHAT.

Xo MBCJIH TakKoil: 0T CHCTeMB KOODIHHAT #yz IepeXoJuM K J00oi
&¢ ¢ HagasgoM B daHHoit Touke M (z, y, #), 3a OCh §-OB GepeM [epIleH-
JTHEYJIAD K II0CKOCTH CHCTEMH COOTBETCTBY IO STOH TOUKe, & OCH
0§ | Oy HAIIPABIgeM 110 HallpaBJIeHHAM COOTB. IVIABHHM PaJHyCOM KpH-
BH3HH Hajo cocTaBUTH BHpameHHs I KOCHHYCOB :

! |
Oz Cy 02
z 5
0§ | a4 b, ey
on | a b, ¢y
TaS s R

6 | — | — |—/—. . =

i St s R s S

rae GepeM
BR= —1
de= Pdx -+ Qdy . . (b)
Ar=i-+ P L @2




— 66 —

Paa+le==Cr Pay by =e¢,
. p : Q g
dx = a,d§ + a,dy + by dg, dy=1"0,d§ —{— bydy -[—ng,df:cldg—{—cqu =

nmojgcraBiageM B (1):

0 = d§(Pa, + ¢b, —¢,) ~+dy (Paz + @b, — &)+ A d§

A.dg=0 (A #0)
Hrax mveen:
dz = a1 d§ +ap dy
dy = by d§+ by dy
de = (Pay + Qby) d§ 4 (Pa; 4 @b, ) dn = ¢y d§ -+ cody
Orenona:
(L I=ds* = de? 4 dif 4 d2* = d§? + dop?
Ormeray cefiyac ke 910 0CHOBHOE COOTHOIICHHE
gl Lol =1 (i=12)
jaer
‘ @14 P)4-2PQ b+ b3(11- @) = 1,
4 YCJIOBHE OPTOTOHAJBLHOCTH 0 H 0:
0=a ay +b1 bz +C1 € ==aq Ay (1 +1‘2)+(6Z1 bg —!—b1 dz)PQ—-]— b1 bg (1-‘—@2)
2°. Ur00H BHBECTH IPe06pasoBaHHOe BHPAKEHHe 2-if nuggep. hopvm,
HaM HY:KHO OCTAHOBHTBCA HA CAMHIX 3HAYEHHAX a; b, 0 KOTOPHX HOKQ He
He GBHLIO PedH, H60 1-9 (opvMa IpeodpasoBHBAJIACH OJMHAKOBO JIHIIL 6bl
HOBHEE OCH OBITH IePIIeHTHKYIAPHH, H TOMBKO § Hac df =0
Temeps oHak0 HEOGXOIAMO IIPHIIOMHHTE BRIDAKEHHA [IA pajuyca
. KPUBHSHH H YDaBHeHHe JHHWUH KpPUBHU3HHL
Ilepnenukynap us Touykn (z, y, ) Ha MWIOCKOCTH
(PH-dP) (X — 2 —dz) + @+dD Y —y—dy) —(Z—c—dz)=0
IpHHaIeHaIy0 0. Giuskoit Touke (x—-dz, y-4dy, - +dz), ¢ to-
MOINBI0 (1) IIPUBOTUTCA K BHIY
_ dzdP -+ dydQ
VP gk
TJe B 3HaMeHaTeje MH mHpeHe6peraeM dP w dQ B cpaBHenwnm ¢ P 1 Q;
eCJH pasfeauM Ha ds?, mMeeM

1 _ds(P's o PP dady (Py+ Qade Ph0+ @)+ dy(@y - 09’
R T A g
A4 COKpalleHHA MHChMA BBelIeM 0603HAUeHMS
(P'a~- PI';) = (1) (Qz+ PR =(3)
(Py+QF)=(2) @y +0¢0)=(4) - _

d




Torga mpexwymniee BHpameHHe IPHMeT BHI:

1 (1)dz24 (2 + 38) dedy+(4)dy?
E: > e Rl S e e (A)
' ds?y/ 1+ Pig P
0603H39HM 2
de dy.
E,; = Q, ?{;—- b

TS PL
e e =(1)e? | (24 3)ab--(4) b?

Yro6n IOJYYUTH TIJIaBHBIe HAIpaBieHUs, HIIeM BSRCTPEMYM 9TOT'O
BHIpaKeHUsd, NOMHHA, YTO a H b cBsI3aHH COOTHOIICHHEM

Gl —[— P2)a2 4+ 2PQab - (14 Q*)b? = 1.
Homyunu: :
(1) —;- (24 3)b — KI(1 + P2)a + 18] =0 | :
: AR (B)
S @43+ (4) b— K[ Qo+ (1 +@pl=0|
VITPEE
L

Jaa onpepenenud atoro K uMeeM KBaJpaTHOe ypaBHeHHE

rne K ecTh HMEHHO SKCTpeMaJbHOe 3HAYCHHEe

C W—k0+P)  lete—kpg |
T - - =0
|

|2 (243)— KPQ (4)—K (14

BIH . o
K1+ P @) — K [(1) (14 ¢2) — 2+ 3) PR+ (4) (L + 1]
—}—(1)(4)—%(2+3)2=;0 e

Orciona waswBag K; u K, ROpHH ero, uMeeM:

(1)) — 3 @+
ENEENT

L2 —(24+3) P P2
.K1+K2.___(1)(11—Qa) I(ert)z)+%2—!—(4)(1+ )

Oreoma moayvanTes chaelyoInne 3HAUEHHS g a;,b;:

: : KJ.K2:

a; b, ei

Set+o—Epg TWHEOEE Loy gpo et ke




== 8 —= .

HJIH ecJHd BO3bMeM 2-He YPaBHeHHd

% b; €;

(4)_Ki(1+02)-—%(2+?)!};§;1 PU)— 5 (2-+-3)g— K P

HQPGMHODR&H OTH COOTHOIIEHHA MOYJEHHO H CRJAJIHBaA (6('JIH AT

ofmmne SHaYeHUA 1-HX M 2-BIX OTHONICHHIT):
1 \
a1z -k biby + 103 = 24 [(~ (24 2) — KiPQ) () — Kt +¢2) +

+ (— () + K (1 + P9 (—%(z + 3)+PQK2> &

o

+(—21~(2+3)P—(1)Q+K:Q) (PG) —5@+9 Q_K;Q)ﬂ

X

=[zC+HW U+ + et g m (4 - Po{( 1+ 2+ o)

— 2 (248) (14 P24 2) (K + Ko + Ky K1 - P2t QZ)PQ]z,a
=[Pl Py~ @+ L et o -+

+3 e+ 0+ —ree+9 + @ 18y (i) (P
T. 6.=0,

MH ofHapymHan TakHM o6pasoM emre pa3, UTO HallpaBJeHUST IJla-
BHHX (SKCTPEMaJbHHYX) KDHBHSH B3AHMHO OPTOTOHAJIBHH ITyers cootTs.
pamuycs By u Ry Iloncrasum B (4) HoBHe KOOPIAHUHATH

__ ds?
17 : -
(1) (ord& 4 by + (2 +3) (2145 agdy) (b1 0§ + baddy) + (4)(bd - bog)?
VTP @
(V4 (2 + B)asdi + (02 | (12 + (2 + 8)aab; + (4182
= dg T gy B e
Vit Pt e Vit Pt @
' )
l/ﬁfi%t@é {mam + 1 (243) (abaF-brag) + @hid, |

)
Kospopunment npn dgdy mosmuo mepemmeats

a {(l)az.-l- %(é Jr é)bz)} + b {% (2 + 3)“a2+(4)52)}



e

cJeloBaTeNbHO, B cuIy (B) oH paBen
](2 ((12 (251 (1 + PZ) **f-' I)Q ((,l1 bz —i-' b1 (12) + (1 + QZ) b1 bg)

A CAefoBaTelbHO N0 MPeIHIVIeMY paBeH HYJIO.

TaxuM 06pazoM
I1— 5 48 4, di
= A I,

3°, JJeMeHT cepHIecKoro H300paeHH s

i aw = (o ) (¢ ()] + o (&)

= z%[(AdP— [dA)z - (AdQ = QdA)2+dA2]

1 Z
& E[dl)z tage 4 (I’dQ = de) ]
31ecs
dP = P dx -+ P ,dy 4 (Pdz 4+ Qdu)P';=(1)dx -+ (2)dy
Ecan BBeetn coma § u 7:

dP=[(1)a + (2)bi]dg +[(N)az +(2)ba]dy

C nmomompi (B) 9T0 BHpameHHe OPHEMET BHJ:

[ (o 04 P24 Q) + 5 (20— oo |6 +

- [Kz (az (1 —}— P2y L+ bzPQ) — % ((2) —}— (4)) bg] dn
SaMeTHM, 4T0 HPH HAIMHX 0603HAYCHUAX
09_op

G:_pgg_}_(g‘ll;_,(

- DR

Takum o6pasom

ap-=| K (a0 (14 P00 PG -5 G0 | e+

o [Kz (@21 - P?) L b, PQ) +% sz] dy
TOYHO TaKiKe
Q=

5 [K1(a1 PQ b1 + @) -_-12 Gay ] a4 [Kz(nz P + Bo(1 + 2)) —-12- Gaz] dn



= =

H 0Tcma

PdQ— QaP— d [IQ (Pby — Qay) ﬁ-zi G (Pay 4 b, )]

—-f~ d?][[(g (Pbg — Q(lz) ——~;— G(1)02 + sz)]

Bossumas remepr B kpaj
opu dg?

[m (a1 (1 + P2) +blP@)+—§ab1]z+ [1 (m P+ by(1+ Qz)~éaa1]z+

+| 5 (Ph — Qu) — L G + @, )]2 '

PaT B CRIAILIBAA, HMeeM K03(QPHIHEHT

Su+P 4o et e,

H60 MHOKHTOTH 1PH Hmx CHNy i 402 4~ (Pa, 4 @b, =1 o6pamamntes

B 1, a npu K:G MHOMKHTENb TOmKECTBEHHO obpalmaercda B 0.
Touno rawme maitmem kosphHUmeHT Tpu dy? paBHEM

(14 P2 @) K34 L

Ocraerca BHUHcanTEH KO3(hpumenT mpu dgdy
= ' . 1
[ Ky (ar(1 4 P2) + b,PQ) - % G, J : [Kz Sl e sz]

+ [1(1((41 PQ - be(1 + ¢7) — % Ga ] ; [Kz (a2 PQ b2 (1 + @?) ~% Gae]
i [K] (P — Qu)— - G(Pay + Qb )J [Kg (Pl — Qa)— L GPa, 4 qu, )].
Hpu K K, MHO®HTEND :
(1+P24 Q%) (14 P2)ajaz 4 PQ(ay by +- byay) ~+ biby (1 4 @)=0
B CHIY NOKasaHHOH OpTOTOHAJBHOCTH,

1
T. 1. npm —4—6’2 MHOEKHTEID

b b2 + a1 ay -+ (Pay < Qby) (Pir, + @) =0

1
Hakomnery IpH - G AMeeM MHOMKHTEIH

By [b2 (@ (14 P2) 4-by PQ)— a3 (a1 PQ+by (14 @2 )) —
— (P — Qay ) (Pay 4 Qb )]
+ K2 [by (a2 (1 4- P2) + b, PQ) — ay (4, PQ+ 8, (1 + %)) —
—(PbZ'—Qaz)(Pfh—i-Qbﬂ]
=(Ky — K3 ) (a1 bz —ag by ) (1 -+ P2 - @)



e

TaxnM 06pasoM OKOHYATEIBHO
(P @y, HI=[(1 + P2 K%J.—}GZ]ds*z 4
Hut Bt o
+% GK: — K ) oy by — by ag ) didy

40, YpapHeHHe JHHWH KPHBH3HH

(1) de - (2 + 33y, dr(1+ P2) 4 PQdy
: e
5 CH8)ds 4 (@dy, PQIr (14 Q2 )ay

npecGpasyercd IPH Tol ke I0/[CTAHOBKE

|

\
!

2[%(2+3)m 3 <4>bl]d§, 3 (PQas + (1462 )d; 19

z[mm e+ 3)1)1]6@, Sl APy -+ Qi 05, |

saMeHAS 10 (B) 1-/ cTONGET] W BHYATAA M3 Hero 2-ii YMHOKEHHHN Ha
K, nmeen :

| P2 b P(, 14 P2 s POb, |
Ky — K, )d&dy Sl iRy o 1 (L )az + PQh; |

:( 2 : i |
D PQa; (14 62) by, PQaz + (14-62) b, |
arb | | L4P2 PO
S Uh — K iy |
l b | f PQ 1-+GF|

= (1 +P2 ~-{— QZ ) (K1 — 1{2 )(a1 l’g b 159) b1 ) d§d7]
IT0 Mbl M IDHHHMAaEM 3a 4-yo (opmy
(1 +P2 + QZ ) 1V = ([\’] == [(2 ) (a1 l)z == b] ay )dg(l?],

9T0 yie JIAeT BO3MOMKHOCTH COCTABHTDL WelaeMylo (opMyday, HGO

(14 P2 4 @2y m:[(l LKL GZ]dgz £

+[(1 + P2 + QZ)Kl_!__iGZ:Id”Z +%G.ZI/‘(1 "I—P2+Q2)

I TaKAM 06pasoM HMeeM
1 =dg + di?

= Lge o)
IF= Rldg +Rgd7]



= 9§ ==

Lewr
= ‘-2-———-_» s 1 L5 Gzh_‘,___ dg2 4
(FPFe) = |ty TFrrgpr |

e 1 G
[‘ﬁg‘}‘z (1 FPE LIy ]dy/Z

H HCKJINYaA d§?, dn? mMeeM OIpeIesnTe b

i 1 1 ‘
1= 1 '

GIv . G 1 o
| = st rrro BTGP @)’ BT i g |

1 1
UTO II0 PasIOKeHHH OIIpenneATeId H COKPaIleHUH HA —— — -—— J1aer

i G2 _ I G e
J.(If-g(1+P2+Q2)2 )—2H.II-+I[I~§WWQW]I_O.

5. PaceMorpmm emme 5-10 AHPPePeHIHAIBEYI0 (opMY, HMEHHO, -
(eperITHAILHOE YPaBHEHEe JHHUH KPHUBH3HH 2-T0 ONpeIeIeHHs — OTH-
Galolfe HAIPaBICHHH, B KOTOPEX GeCKOHCTHO- CIH3KIE HOPMaJH CHCTEME

IX—_x_‘Y——y__Z—-z = X—o—de Y—ydy A==z
T Plagpr i Sibgl) s - L

IIepeceranTCd.

Yeaosue IIEPECeYeHUA H €CTh HCKOMOE YPaBHeHHE

de P dP [ [ dx P dpP
0=dy  Q 40 | HIm 0:; dy Q d
dz —1- 0 | t‘ Pde4Qdy —1 0

3Iech Hal0 BBECTH
dP=(1)de+ (2) dy, df) = (3)dzx 4 (4) dy
i 1Ipeo6pasoBaTh OCH KOODIHHAT:
dv=a4 d§La, dy, dy=by d§ - b, dn
o cren.

Pdz + Qdy = (Par 4 Qby ) dé ~+ (Paz 4 @b, )dy
H

AP = ((1)ay -} (2) by ) d§ =4 (Daz +(2) b, ) dy
dQ =:((3) @ - (4)by ) d§+ ((3)az + (4) b ) dy

ITo NOACTAHOBEKE OIIpeIeluTe b IIpuMeT BHU]L

ay d§ ~+ az dy, P, ((D)a + (2)by ) ds + ((1)az +(2)bz ) dy |
== b1 d§ —+ by dy, ¢, ((B)ar + ()b d§ + ((3) az 4 (4)b; ) dyy
(Pa,+Qb)) - (Pag+ Qby)dy, —1 = 0



e
HOCJIe,E[H]Z[ﬁ CTOJIGQII MOJKHO IIO IIpeJBayIHieMy saMeHUTH epes

[Ia (ar (1 P?) + by PQ) + éGbl]ngr
+ [Kz (a2 (1 - PY) b, PQ) - %sz ]d;;
[1(1 (@ PQ4+b (1 4+¢2)— }2— Gal]d§+

+[Kz (a2 PQ+412 (1 4 @) — L ey ]dn

pasnarasg Io sJeMeHTaM STOT0 CTOJI6LA BHIWM, UTO OUPEIEJNUTENb €CTb
KBajpaTHyHas GopMa BHJIA

Adg® -+ Bdédn 4+ Cdy?
BHIITOJHAA Ha CaMOM [JeJie IIOJICYeT, yﬁ@mﬂaeMCH, qTo
1
B=—(Ki—K;) (m1 by —brag) (14 P2 -+ @?)

TaKHUM O(’)pHBOM MOHeM HIPHHATDH

V== 4 L GlaE @)+ (K, — K) (00— bas) (14 P2+ Q1) dsiy

=+%G.1+(1 + P24 eIV

12 hopMyTIa JUINHHI Pas MOAYCPEHBAET, IT0 00e CHOTEMH JHHHE KDH-
BUBHH 1. H 2. OIpeJeJeHHs B CJAy4Yae HHTETPHPYEMOCTH COBIATIAIOT.
OcHoBHYIO (opmMyJy LI MOKHO Iiepernucarb

0—=K.] —2H. 11 J—]I[—-}-—ﬁq——ﬁ e +OQ+ rR4+RLV
el G (2 '

W cJeloBarTesbHO -ecam BM. IV BBeectm (opMmy ¥V, TO MOAYyIHM 3aHH-

HEMaoIee dac COOTHOmIeHme B GoJee MPOCTOM BHIE

1 G v

2 (1 P24-Q2)*

pu G=0 mocieHil WieH TPoNaJaeT U HMeeM (PopyMyIy JHHelepa-
Beavprpamiu.

0o=K.I—2H.Il 4 JI[—




CBOFiCTBA CHCTEMbI WHTErpanbHbiX ubunblx hadosa ypasHeHua
Pdx -+ 0dy + Rdz=0

FPacnpocmpanenue na cucmemvt unimneposvuux xpusvie Lldafdosa ypasnenua
Pdz 4+ Qdy + Rdz =0 (1) meopemws I'aycea.

1. M. Caumos.
IIpuBeneM ypapHeHHe (1) B BHIY
de=Fde-t0dp . . . . . . . s el )
rge P 7 @ Qysarnum x, y, 2. B INOCKoCTH
Z—g=PR =) 0¥~ ... ., . (2

npoxofdiieil gepes Toury M(x, y, ) BOoOpasHM [Ba BHXOAAmHe u3 M
HanpaBieHud dz, dy, dz m d'z, d'y, d'z, HHEIMA CJOBAMHU B TOYKH

M=(x+dr, y+dy, z+dz) n
M= (x+dz, y+dy, z4d'z2).
JTAM TodraM mo (1') IpHHAJIERAT
IJIOoCKOCTH (2) M  Hopymagm M'N'

u M'N'",

[TpoBensa depes Hadago 0 (WIH
KaKyl0 H. JIpyrylo To4Ky) HIpAMHe
napamieabasie MN, M'N' un M'N'
MONYyYHM Ha cdepe pamiyeca 1 ¢
OeHTPOM B 0 1pu Touku My, M, M7
U Tpeyroxbuur M M M| apiaserca
cepmyeckuM Haobpamenmem Tpe- X
yroacuuka M M M".

Hajinem miomazns Toro m apyroro.
Y nBoeHHaS IJomaxs, M M M7

98— l/wd'y — dyd'z)2 4 (dyd'z — dz=d'y)2 (Vd,z(l’w — dzd'2)?%;

e (1)

(dyd'z — dzd'x) = dy (Pd'z + Qd'y) — (Pdx + Qdy) d'y =
= P(dyd'x — dxd'y)



o T

H
(dzd't — dzd'z) = d'a(Pdzx ++ Qdy) — da(Pd'v - Qd'y) = Q(d'zdy — d'ydx);
TARAM 06pasoM
28 = (dad'y — dyd'z) l/ 14 P2+ @ = V(dad'y — dyd'x)

BafiMeMesa Tellephb ILIONA/(pI0 TpeyroapHuka M M M{ Koopaumhmarh
er0 BepILHH

M. §=

)77:91/;; §=—:;/— (V2:1+P2+Qg)

T
+a(Dxn

; R Ty
M §+(Z§:?—{—dk7>...,

wl’-w

M; .,—l—ds_

B BHIY MAJOCTH CTOPOH, MOREM ero MPHHATH 3a ILIOCKHIIL
Ero maomams Mo:erT OHTH I09TOMY BHPpaskeHa (OpMYIIoi0

25 = I/E((ng'n — dnd'§)?

AHAJOIATHON NpeaHIyInell, I

(ZS—-d B —-M " T
e 78 »
IToaTomy
1| VdP—PdV VdQ— QdV
[l bgma =
d&dn — dnd'§ = Vi| pa'P—Pd'V yaQ—Qd'V
v dP g0 4V .
= #P dQ dV|= =57 (APd'Q — dQd'P),
P 9. K

B UeM yGe[HMCs W HEII0CPe/CTBCHHEM BHYHCJICHHEM IIepBOI0 OIpe/esi-
rTeas. TodHO Tagme

i

dyd'l — dgd'n= - (dQd'P —d Pd'Q),

-
d'ede — dcds = % (dPd'Q— dQd'P).
Taxum o6pasom
28 = I/(T;"—Qz) APd'Q— dQd'P) = (de Q —dQd'P)
Orciona

S dPd'Q— dQd'P
S Vi(dxd'y— dyd'x)




e
0 |l dP 49 |
NpeeIRTeNs B YUCIATETC = | .. 5 PP
‘ (Ndz 4+ (2)dy, (B)z—+ (Hdy |_| (1) () de  dy
| (Dde @y, Bdak@dy || 3) &) || ds dy |
Taxmm 06pasoMm
8 e A 12 (8)
S (1—+—P?+Q2)2 ’
HO
P',, P P8
2 | P! I)r f’y—{_QP,s 5 0 Qr,/ Qr 0
(4) ]I -l—PQZ Qy+ 609 |~ 0 0—1
P Q — 0
T. €. PaBeH TOMY OIPeIeJuTesdio (IpH R = — 1), KOTOpHIT MH BCJel 32

Voss’oM, 0603HaYaJId depes /\.

BBops B a1y popMyaLy oOpaTHO — ﬁ’—_% BMecTo P, DOJYYUM IOCTe
HeGOJbIMUX Iepefesok:
P b b
is 1 Gaigliall | A
g8 (P10 m.R, B.B|T 7=
P O 5

Tor e caMblll pesyabTAT MOMKHO IIOJYUYATH IPUMEHAL K paccMaTpH-
BaeMOHM 3ajade onHy 3aMedarenbylo ¢gopmyay C. Neumann’a (Ueber cor-
respondierende Fliichenelemente, Math., Ann. XI. S. 306 — 308).

JTa OpMyJa TaKoBa: MYCTh COOTBETCTBHE MEMKIY JBYMA TpPoHEaMH
IIePeMEHHHX z, ¥, 2 U §, 3, { YCTAaHABIWBAECTCA YPaBHCHHAMM:

§=¢(x7 % &}, §:’(/)(1', Y, @) §=xlx, ¥ 2);

MEHRIY COOTBETCTBYWINUMH ITOBEPXHOCTHHIMH 3JdeMeHTaMH CYIIecTBYeT
CBASb:

do
ds

§'s
7's
—()g

rae a, b, ¢ KOCHHYCH YIVIOB C 0CAMH HODMAJH K ds; a, 8,7 — Toike Mg dé *).
HeiiMaHH flaeT ¥ DpHJIoKeHEe HTOH (HOPMYIE K BHUHCIAeHHI 'ayc-

COBOM KDHMBH3HE II0BeDXHOCTH 3aJaHHOHN ypaBHenmeMm f(z, y, 2) =0.
37leCh COOTBETCTBHE TAKOBO:

B/ (2412417, §=nln n=nln =11

H a, b, ¢, Tesp. a, B, vy TOMKECTBEHHH ¢C &, 7, &.

*) ®opmyan ceoH C. Neumann pmaer 6es mokasaTeJbeTBa. lloche Moero AoKIaLa
B CeMEHape HOpH Kadegpe reOMETPHH TaK0e IO0Ka3aTelbCTBO OHLIO0 jgaHo acnup. . II.
Baanxom, s



mE

Ho oHa IpHIOKAMA M E PAcCMaTPHBAEMOMY HAMH CJIYIAI0 CHCTEME
HHTEIPAJbHHX KPHUBLHX YpPaBHCHMS
Pdx - Qdy + Rdz = 0,

MO0 371eCh COOTBETCTBHE YCTAHABIHBAECTCS (DOPMYJIAMH:

LSS N ST
g‘_Tfy 7]'_77)§—?! V"‘ P+Q—[—R
] §s &y & § P
oy e LD s By 9.8
ds Ca ity Y USRI B AR
Sy e P 0O B 1

@opuyny Heiimamga 114 I'ayccoBoHl KPHBHSHBL IOBEPXHOCTH IIpH-
Bomur J. HEd. Wright Invariants of quadratic differential forms— Cambr-

-3 e ———u 663

tracts Ne 9 —Ha c1p. 50 (§ 48), HO ¢ MHOKHTEIEM 7 Vi

CCHIIKH Ha HelimaHa.

Bosspamasce ® BrBemcnmoii maMm (popMyJae MH MOSKEM OTMETHTE
9T0 B 9TOM cJydvae, Kak M B IPYIHX, IPOACXOUT PACIIeIIeHHe CBOHCTB:
IIpOUBBEICHHC MEP KPUBHSH IVIABHEIX (9KCTPEMAJLHHX) HalpaBJe-
HHHM, popyvatbho coBnajgad ¢ [ayccoBoid KPHBHAHOI0 IT0BEPXHOCTH, 06a-
JlaeT M ee CBOHCTBOM XapaKTepH30BATH TOUKH IIPOCTPAHCTEA (resp. IIoBepPX-
HOCTH) KaK &JTHOTHYECKHe, THICPGOAMYeCKHe MM HapaGoJHIecKHe,
JTa Mepa KDHBHSHH BHPAKAETCS KAk 10Ka3aHo B IIPEI. PacoTe

P :
K—— 5
(P @+
Ilpenea e oTHOUmIEHAT 6. MaJOIO TpeyroJbHAKa K IJIOIMAJU €ro
cepuIeckoro H306paKeH s

I{/ g A
(P2 @ Bo)e
Tar rar
A'=G+4 A,
TO fACHO, ITO NPH G =10 0062 BEPAKEHUST COBIA/AIT
Leomempuuecxoe snavewue G,

Rogers nan maTepecHoe reoMeTpHYecKoe 06‘ICHEHHE BeJHYHHH G.
. Pacemorpuy reomesnueckymo (IpaMefinryo) MMER0, — TaKy©, KOTOPOH
BHIIPAMIANMAA IIOCKOCTh COBIIAJAeT ¢ IMJIOCKOCTHI0 CHCTEMUL:

PX—2)4-Q (Y—9)+RZ—2)=0. . ... ..(2
HIH KPHBYW, JAd KOTOPO# pelpa IOABHKHOTO TpHeTpa «, I, 1 NalT

Pa4 Q84 Ry=0 (anu Pdx + Qdy + Rdz=0)



— 78 —

Pi—+ Qu-tRr=0 (gau | P Qg R
dedy “de v —p =
' &’z d’y d3

E P(y!,g” L ,:)'!/N) + Q (,E'I.Z‘” S .Z",@'”) _I_ R(xlyV/ o2 ?jfxll)

B cuay stax JNBYX cOOTHOMIeHHEl 114 KPHBOH, KOCHHYCH VIVIOB ee
DJIaBHOH HOpMaW NPONOPIWOHATIBHE P, @, R:

l m

PTQR

OTCIOa Mepa KPpYyUeHHd BTOM JIMHHU :

' y! 2 “ . ﬂ y
1__-—7'2 ph ol e ol sl
0 o i g (il i{”ﬁ C[l
et L ds ds ds
Tarum o6pason:
de dy dz
i
E‘“?%EP Ll
: | dP dQ dR
HHATE:
g P 5 Q ; R‘
e kd;s%_%‘u ds + ds

4TO MOMKHO IOJpOGHEee pPacIHCATH

1 :
=4 [(AaPs - 28P'y 27 P'2) + (uad's -+ 18Q'y 4 17Q's) +

+ (val' .+ vBR', vy R',)] ——%, ZE (Al 4+ pm ~+ vn).

[Mocoennee caaraemMoe pPaBHO HYJIO.

BospMeM B TO# e IJIOCKOCTH (2) HallpaBleHHe IePHeHIARYIAPHOE
K TJaBHOM KacaTedbHOW; Jiud Hero afy 3aMeHAIOTCA dYepes Auv, IOMOMKH-
TeJIbHOE HallpapjeHe GyJeT IMPOTHBOMOJOMKHO; TAK UTO:

S

S Cohen ds s ds ds

o)

= — 5 (Pt auly - @P )+ (810 By + 70’

+(yAR' . - yul'y -yr )]

M



ey

CRJIaIEBAS, MMeeM CYMMY Mep KpydeHHs M0 JABYM B3AWMHO -HEPHeH-
JHKYJISPHLIM HallPaBJIEHMAM:

= 118 — ) (Py — @)+ (o — 9) (P — R +
+ (r—89) (@ — B

t 508 df o oF dP 0@
- S o)

0z oy

a




OcoGenkbie cnysan conpukacanweroc wapa (W NAOCKOCTH) B TOYKE
NPOCTPAHCTBEHHOA KpHBOH.

0. M. Japwocryk.
Ilyers mawo ypasmenue kpmpoit s napaMeTpHYeCKOM BHTe
=g, y=w(s), 2= (o)

Bospyem sa Hagamo koopmmEar m mauauo cYeTa AYr TOUKY A,
B KOTODOIl IIepBHE IBE IIPOH3BOIHEE HENPEPEBHEL, & TPeTHE HTPOH3BOI-
HHIE CIIPaBa W CJeBa He DABHH MeEIY COG0I0; KpOMe TOI'0 IPOH3BOIHAL
ClIpaBa HeNpPepPHBHA CHPaBa, 8 HPOH3BOMHAML CJI€Ba — HEIIpepHEBHA CJIeBa.

Torma xoopmumarm x, y, - PACKIAHBAIOTCA B CTPOKY CIpaBa
OT TOYKH A 10 hopmymam:

!

3 a dR a a’ i
e PSRN R e e e e
= St 1.2:[1:2'({s+1{2+1f1’+€‘J
' g3 B dR 8 B 7]
— 2. - L R
S aae 1.2.3[1—52 st TRT e )

vy ¥ RS e dR ® X __7’; |
Eedyes B 1.2.3[-:2 & T RT+63J

dR
The “zs [POM3BONHAA clpaBa OT pajuyca KDHBHSHH, a 7 pajmyec Kpy-
YeHHd CIpaBa.

KoopiumaTh T09er kpmsoit caepa or Touxm A BHIpamanTea ¢op-
MY JIaMH :

% « , s|d dR g £H]
x_as+1.2R6 31_32'd31+32+*RT1+ ?/1J
s e SRR e ) -
y__ﬁs+1.2R.5 Bl e Z{E_}—ﬁ%’mlﬁ iy | e ot
e Ly |
i 1.2RS 3!‘}{2 dgl+ Rz+ R',]Yl—}—'/”_l’

adR >
Ae —— 0603HataeT NPOMBBONHYI0 crpasa, a 7, pajlHyc EPYYCHHs, cIpaBa.
1

Beaenersne HempenprisrocT: TpeThix IIPOM3BO/IHHIX CIIpaBa H CJeBa
& W 75 CTPEMATCA K HYII BMeCTe ¢ s.

Haiiztem npe/iearsHoe moaoskenme n peamany Y pajuyca urapa, IpoBejieH-
HOT'0 9epes TOUKy 4, [Be TOYKM clipaBa H OIHY TOYKY cJeBa OT TOYKH A,



Sl

B s AB.. &
Myers S22 =" = h(s). 50 =" = —k(s), e h(s) i k(s)—T000RHTeTHHHE
an, 5 P Ay e, AR :
IPOUBBOJBHEE HelPePBBHEE (DYHKILHIL, c’rpewmumcﬁ K TIPOUSBOILHEM
Halepes 3aJaHHLIM TOJOKHTeTHHBIM
3HAYCHHAM, KOTJA s CTPeMHTCS K 7
HYJI0, IIPH 4eM h(s) CTPeMATCA K IIpe-

ey OTIUIHOMY OT eJHHHIH.
depes (7,
TOIJIa YpaBHeHHe

niero wepes Touku A, By, By, B

HATTHUIIIETCS
moly -l ol W, 4,7
-y AR &y, o R F 2
72 y2+ 253 X, Yo, 2
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TaAK Kak 3152 3!(81 -—S).S. CTpeMATCd K HYJII0, IepBoe

BEHIpAEeHHE IIPH BCAKOM 3aKOHe COJHAEHTI TOYEK, a BTOpOe, TakK Kak

s
lim = =+ | 1Mo yesuopHi.
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YMHOKAA BTOPYI0 CTPOKY Ha ‘R{; I BHYHATaA ee M3 YeTBePTOi
a TPETLI0 YMHOEAS Ha 2R, moayyum
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ATOT OLIPEJ0JIHTEeND MOMHO NIPEICTaBHThH B BUle CYMMH NBYX oIrpe-

X 1
AeJIHTeJIeH, COKpaIad mpenBapuTeabHO Ha?{—,
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MuomuTenp npu Ui eCTh ypaBHEHHE CONPHEACAIIAI0OCT IIapa
1

CJieBa, a Npu ‘} CONpURacAOIarocd iapa cupasa. TaxuM odpasoM ME
HOJNYYHIN OYYeR IIAPOB, HPOXOMSINUX Yepez KPYr MepecedeHAs COITpH-
RaCaloIIUXCA MIapoB cIIpaBa I CJeBa B MaHHOH Touke. (CaegoBaTesbHO,
LUEHTPH THapoB OyayT JeskaTh Ha LOJAPHON ocH KPHBOIL B Touke A.
Tro6H HCCIeTOBATh HBMEHEHHE MOJOMEHHA HeHTPa IIApa B 3aBHCHMOCTH
OT CBOMCTB KPUBOM B JaHOH TOURe IPH PA3IHIHHX SaKOHAX COIMIKe-
HUA T049ek B, B, W B, BO3bMEM B3a CHCTEMY KOODJHHAT OCHOBHOM
TPHEIDP; TOT/Aa ITOJIYYaeM:
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Pasirarag aTu olpexeauTead IL0JTy9aeM;

1 A 1 A dFR dR
2R 8 — 2R i BT el AN
(1 o ) (rlv1 jv) P(]v 11),{/ 4 (dS-] i A ds) 0.

Roopaunathl 1eHTpa HIapa

dit- &R dR dR
T
e /M_____dsl—'_Ads kde1+4da)
ar sl v ies “—+1 (T-F 4T3
7
a paguyc HIapa y/I0BJIeTROPAECT VPaBHEHHIO
2
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3 713 = . :
Sl T AT
GURE = i e e e =
Econn 6[{%=K}1 T'=1T,, MH I0JAVIHJIK GH OOHUHHE (OPMYJIH
1

IUIL CONPHKACAINIErocs Iapa.
PacemorpuM, kak usMeHserca 2 IIPH HM3MeHeHMH A B 3aBHCHMOCTH
0T CBOMCGTB KPHBOM. BosbMeM Mid 3TOr0 IPOM3BOAHYIO 10 A or

1y dR dR
Jl [ — AFE]

SH ds,
T AT
AR dl
e i ome B
gd L (T H4-4T,)
: : : Sl H
OgeBmaHO, 94T0 Korga A =0, 10 .s’:—-]l—gg, 2. Rorga A = o, 10
1
AR
oty ds *
ITpexmonowum 4ro — 7' ZP < — T%, TOT /A
$1
dR aR 3
i
L 5 e CJ1eI0BATEeJBHO

o 05 -
dHaK ITPOUSBOAHOH ﬂ_ 3aBHCHT OT sHaKa IIPOH3SBeIEHHA JTI.

Henm fF 0, TO o >O n 2 OydeT (YHEOUA BO3pacTAIOIIad,

MEeHTP HOJLYYEHHOTO TIHapa NPH Bo3pacTaHHM 4 oT 0 10 oo OcTaeTcd
Ha OTPe3Ke, COPTTMHANIIEM IeHTPH CONPHKACAKIHXCA [IapoB CIpapa
A cJaesa,
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Eean 17 <0, TOH<O " 2 OyjerT QYHEIMS yORBAOMAL, [EHTD

IMOJIy9EeHHOI'O IIapa IIpwu BOspaCTaHUH A om0 A0 ©O HeIIPepbIBHO H3Me-

ik B
Hiaered or — I’ —— 10 — 20, [TOTOM OT co 10 —T——T. e. ocTaercd Ha
4 d5'1 ; ds

LOJIAPHOIl 0CH BHe O0TPe3Ka COeHHAIONIEr0 IEHTPH COIIPHKACAIOIIHXCS
HIaPOB.
*
3% *

Hyers kpuBag JaHa B HapaMeTpUICCKOl (popme

r=9(s), y=v(s), 2= yl(s).
BosbMeM sa Ha9al0 KOOPIHHAT M HAYAJI0 OTCYeTa AYI TOUKY A,
B KOTODOM HepBHeE MPOM3BOTHEE HeIPePHBHB, & BTOPHE CHpPaba M CJIeBa
PA3IMIHEL, KpPOMe TOr0 BTopas IIPOM3BO/HAL CIIPaBa HelIPepPHBHA CIIpaBa,
a4 BTOpasl IPOMBBOIHAA CJEBA HEIIPephBHA CJeBa, TOIJA KOOPIHHATEL
¥, Y, # PAaCKJIAJbIBAKTCA cHOpaBa 0T TOYKH A 1o (hopmy.aam

52 /g
m=a5—{-1—_2(7£+ 51)

I

5 I
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Roopaunarer Toger cacpa 0T TOUKH A BHpasKanTes (GOpMyJiaMu
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1.2
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X —a3+-1.*2 -jg;_*_lh

,//238+%(%+712)

e s% frh
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@, &, 7, CuS'H YrioB, obpasyevble IVIAaBHOH HOpPMAJbBI0 clpasa, a R
paguyc KPHBH3HH cHpasa. &', 81, y'y © Ry COOBETCTBeHHHIC 3HAYCHMUS
CJIeBa. &;, 7; CTPEMATCA K HYJII0 BMecTe ¢ s.

HammmmeMm ypasHeHHme Imapa, HPOoXOJAIIero yepes dYeThlpe TOUYKWY;
KaKk M B IepBOil 3aade, MOJICTABAAA BMECTO KOOPIHHAT WX PASIOMKCHHIA
A COKpallas Ha s, Sz, $3, LHOJIYINAM:

|22 4 - 2, x, Y,

| s [a g : dyl

$ ,a+1_2(-‘3+51)»5+ﬁ(ﬁﬂ—52);?’—T“(%—Fé‘s)
! ! apl pE
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BHumtaem Bropylo crpoky us TpeTheill W MeaMM Ha st — s BRYH-
TaeM BTOPYH CTPOKY M3 YETBEPTOH M JIeJIAM Ha s.

Moayanm

}I 22 g7 - 22 x s = r‘
s (o ‘
| : ’“+T.z‘(R"+51) Saeisd
1 ' :
- e
| e i T
, : ’1.2R+1,2(s1_3) ; -
| ka'y «l kn'y -
—emp e e i

| : 1.28; =2k =2 g .

] — . . 818 — 546 :
M yCI0BHH, uTO lim - He papen emmmme, lim ;) PaBet Hyao.

i 2(31 o
HpHG‘dBJ[HH K qﬁ‘TBepTOﬁ CTpoKe Tperblo, nepexond K IIpenenay, CORDpalLas
HA—Fk 1 YMHOEKAA TPETHIO CTPORY 2B, a 9eTBepTyn Ha 21ty mogaydaeM

‘[ 2z o -+ 2, T, 7, 8
? 0 - a, @, ¥
‘ ‘ = e

| 2R ! o 7! B &

| 3 3

< r !
! e sl Bl

YPpaBHeHHe TIOIyIeHHOr0 Wapa He -3aBHCHT 0T 3aKO0HA GOJITAEHIS
TOYeK.

HaiineM kpyr mepecedenna sroro Hapa ¢ colpHRacanIneicd ILIoc-
KOCTBIO chpaBa. [l 51010 BO3BMEM 3a CHCTEMY KOOPIHHAT OCHOBHOM
TPHEIp CIPaBa; NPH 8TOM YCHOBHH HMeeM a==8 —1; f=y=a'=7% = 0.

YpaBHeHHe Tapa HAIIHIICTCH:

| gh P L Y, 2
2R - f, 0 | =0
2B, 2 £ - 7 !

[omaras z==0, HalileM KPYT' IIepeceveHs Wapa ¢ conpukacaomeiics
II0CKOCTBHIO

2242+ 2 — 2Ry =0

9TO YPABHCHUC IIOKASLIBACT, UTO ATOT KPYI' €CTh KPYI' KPHBHUBHH CIIpaBa.
TaruM e MeTOTOM MOKHO II0Ka3aTh, 4TO [map HPoXOIuT H Yepe3 KPyr
KPUBHSHEL CJeBa. (TCO/[a BHTEKAeT, YTO MOJIAPHEHC IpAMEE GIpaBa
i GJIEBA [IEPeCEeRATCSA, W TOYKA HX IepeceveHHs ecTh ITeHTD HaiiieH-
HOI'O IIapa.

Haiizen npeseapaoe mosomenne LI0cK0CTH, IPOX0/IsIIIeil depes TOUKH
A, By u B;. Eeam BMeCTO KOOPAMHAT TOYeR By m B; mogcTaBETE WX
Pasmomennsa, TO YpaBHEHHE HAIUUIETCS, 110CJe COKPAIIEHAS HA S U S,

£y

&
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Bounras BTOpY® CTPOKY W3 TpeThei, dems Ha s W Iepexojd
K Tpegeny moJydaeM

2, Y ‘
a, s 7 =0
ko' a /ﬁﬂ'l_ ,,‘?’__ = ,k7"1,, S
PR L 9R 3R 1 H 10k 1,21{.1
1
HH YMHOMRAS HA — o, MOJLYYacM:
i e e e gl & o oz
R— «, :83 il +E a, -6)! i S e e el s ey .(5)
€, B, ah, 81, ¥

T. €. My4YeK IJA0CKOCTel, IPoXo/AIMKUX Yepes JHHHIO IepecedeHHsd CO-

HpUKacaoUIXcd IJIOCKOCTeH clIpasa W CJeBa, T. €. Uepes KacarTelb-

Hyw. OueBwgHO, YTO KpYT, IPOBeJeHHBIT dYepes Toukm B;, A n By,

0JIHOBPEMEHHO HAaXO/IUTCH Ha IITOCKOCTH, IPOBEJeHHOI Yepes 9TH TOYKH,

W Ha Iape, IPOXojAIeM depes To9kH Bs, A, By m B, KRorjga atd TOUKH

COJMMIKAIOTCA TT0 RKaROMY-HHOY/b 2aKoHy, TO HIap M IIOCKOCTH CGTpe-

MATCA K OHPEIeJIeHHOMY MNPeJeJdbHOMY II0JI0MKCHEIO0, VI IJI0CKOCTH 3aBH-

cAleMY OT 3akoHa COMMKeHHs, a s Imapa Her. OUYeBH/HO, 9TO IIpe-

JeJbHOe II0JI0sKeHre KpYra, IIpoxXo/dniero depes Touku DBs, A u By, ecTh

HepecevdeHue MpeJeJbHOr0 I10JI0Ke- B 6.

HAA Ilapa ¢ IpPeJeJbHBM I0J0Xe-

HHeM COOTBETCTBYIONIeil MIOCKOCTH,

T. €. ypaBHeHHe 3TOI0 Kpyra Ipel-

CTABIAETCA COBOKYIHOCTBI ypas-

HeHuit (4) 1 (5). Kasmmoit mmockocTu (5)

COOTBETCTBYeET KPYI cedenus. Tarum &

00pa3oM miap (4) B YacTH, BaKJI0UCH-

HOH MesKIy JBYMS COLPHKEACAIOIIH-

MHCA ILIOCKOCTAMHA clIpaBa M CJeBa,

€CTh TI'eOMETPHYECKOe MeCTO IIpe- \_/,J

JeNbHHX I0JOMKeHH Kpyros, IIpo-

BeJICHHHX dYepe3 TPU TOYKH KPHBOIL

O4ueBHAHO, 9TO HEHTPH 3THX KPYIOB

IIPH HeIpepPLIBHOM M3MEHEHHU Kk OIIH-

CBHIBAIOT JIYI'Y OKPYKHOCTH, B3aKJIIO- jle — TJavH. HOPM. clpara
= . 1Y — TJIaBH. HOPM. CJIeBa

HEHHYI0 ey LeHTPAMU KPHBHBHEL petiis S énpaBaB"

ClIIpaBa M CJe€Ba, HaMeTp KOTOpOi

: AByy — GHHODM, CIeBA
PaBeH II0JIOBUHE JHameTpa IHapa (4), An — TIaBH, HOPM. s TaocKoeri (5)

dur, 2.
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Haiiem pammyc Kpyra mepecedeiins.

[Tycts mepueHTHKYIAP TPOBeIeHHHIT 13 Hauala KOOPIHHAT K ILIOC-
KOCTH (5 )06DAs0BLIBAET YIVIH, cosinus’sl KOTOPBHIX ¢ OCAMH KOOD/HHAT
ectb [, m, n. BozpMeMm 3a 1IJIOCKOCTDH X0Y miockocrs (5) i 3a och OX
kacareapyo. Ilycrn cosinus'sl yIriuios, 0GpasoBAHHEIX HOBOK 0CBI Y €O
CTAPHIME OCAMH KOODIHLAT, 6y11¥1‘ a, b, e. Torma

cosinus yria 06pPasoBAHHOTO HOBOW 0CBI0 1" (PJIABHAA HOPMAID ILTOCKOCTH)
¢ TJABHOW HOPMAJLK CIpaBa=aa -+ bF' - ¢y’ =cos(n, N),

cosinus yruia 00pagoBaHHOI0 HOEOI) OCBIO Y
¢ TVIABHOI HOPMANbl ciaeBa = ac' +b8'y +, cyly = cos (n, Ny),

cosings yri1a 0GPasoBAHHOTO HOBOK OCBI0 Z ¢ TIABHO HOPMAIBIO cIpaBa ==
= la' +mp' + ny',
cosinus yruIa 06pasoBAHHOPO HOBOI 0CBI0 Z ¢ INIABHOIO HOPMAJBIO CJACER =
==la!; + mB'y 4+ ny'y
TaguM 06pasoM ypaBHeHHe IMapa (4) HAMMMTETCHA
I, Yy 2 |
10 -
2R -0 ceosln, NY a4 mg' -+ ny! |
2Ry , 0 cos(n, Ny) la'y + mBh - nr \
Berameauy [, m ®w on. Y PABHEHHe IIOCKOCTH (3) HATMIIETCA B pac-
KPLITOM BHE Tak: ;

S, by B kBN Y M
x<R+ R )+‘U(_R F?ﬂ—)_{_(}. +7f7)—”

oTCIOa MoayJIaeM

&g oA
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'y ks gy ks é ]
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B YR RE

(‘neroBaTeJbHO

T
" R / L'COS( + 0_)) B
el = mgl=tsay = _ﬂf‘j_“'j_/jj ‘b:g__yl.ﬂ’l),_, T e i RS ksinw
= e 1 k2 Ya'dy idem idem
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MofcTaBaas HTH 3HAUEHHs B YpaBHeHHe Iapa (6) IMOXyIuM

2L+ oz g |
r
0 Sy 0
ksino
2R , 0, cos(n,N), — 2
1 kz SO{.”O{”‘]
. By mt+gttan
T Vin i R Ry =0
sinw
2B .. 0, cosis, N, = > =
z A aa
. Ii!/—2 s+ 2k —5 w
| R Ry? RBEB; |
i |
Pasmarast 1o sieMeHTAM BTOpoil CTPORH W ToJarad z==0, HallgeM
VpaBHeHHsA ceucHEs Imapa (4) HoBoii mumockocTeio XOY. llocae corpa-
sinw
MIeHWA Ha — , VDABHEHHC HAIHKINETCHA TaK:
1 k2 Yl v :
Tt g
R, ' Ry RR,
x4t 22 oy, 0
k
\ 2R , cos(n, N), s ":O
! 1
o o O e
!
WA B PACKPBITOM BHIC:
2 2 2 1 k J
(oF = & ’}—ECOS(”:N)‘*"ECOSW,Z\O = Oyl K} =0
iy
oTciola pajiuyc KpyTra cedeHHs, HJIH OpJHHATA ¥
i (1 +A‘) RR1 e (7)
r : Rycos(n, N) + kRcos(n, N1) ~ ”
&
i
' Aty me HopMydy Id paguyca JerKo IIOJIyIHTb, eCsu HEIOCPe/-
CTBEHHO HAXOJUTDH IpefesibHOe BHpaskeHne A BeIHIHHB PaInyca Kpyra,
: _ £ _—
2 MPOBEJIEHHOI0 Yepe3 TOYKU A, By, '3, TOpH YyCIOBHH, 4T0 lim g =
|

. S
—1lim 2 =—*
S

370 ecTh 0GOGIICHEE (OPMY/H Jid IIOCKOH KpPHBOHM B TOUKe, I/E
BTOpHIE MPOH3BOJHEEC CIIPABA M ¢jleBa HC PABHRL MEXIY c06010, KOTOpasd
moJaydaercda u3 MaHHOMU, momaras cos(n, N) = cos(n, Ny)=1, ecmn o6a
Kpyra KPHBH3HH Je:kaT 10 OXHY CTOPOHY OT EacaTeJbHOU H IoJaras
cos(n, N)=1, cos(n, N1) = — 1, eClH KPyTH KDPHBHIHL JOGKAT II0 pasHbe
CTOPOHH KacaTeAbHOMU.
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B Tom cayuae, korma COnpHEACAOIIHECA IIII0CKOCTH CIpaBa H cIepa
COBIIAJIAI0T, ypPaBHeHHE IMapa (4) NEPeXOJUT B ypaBHeHHE CONpHE:-
cafomelica mrockocTd, [leficTBATEIBHO ypaBHeHHe (4) HANHIIETCS TOr 14
TaK:

[

0 » @ B8 7 =
2R : (X’, ﬂ', 7, —\1.
21%1 ’ &, ‘8/; 7'

Beiuuras #W3 9eTBePTOH CTPOKH TPETBI0, BHIMM, 4TO BCE BICMEHTH
9eTBEPTOH CTPOKH 33 HMCKJIOUEHHEM HeDPBOH 06palmaiores B HYIIL, I ypPas-
HeHHe HaIUIIeTcA

{(X, ﬂy i ]:Oy
1 e
| &, 8,7

BTO €CTh YpaBHeHHe CONPHEACAIINIEHCA III0CKOCTH.
YpapHenne (7), ecam KpPYr' KPHUBHSHH CIIpaBa H KpPyr KPHBH3HEI
ClleBa JleXKaT II0 OMHY CTOPOHY KacaTedbHOM, HAMUIIETCS B TAKOM
(1 -+Ek)RR

BANe: y= W
By R

Bosbmen mpousBosHy®0 0T ¥ 1O K

npu k=0:y=R, UpE k=oco, y =R, nycrs

dy _ k(R,— R)RR;
dt (@ FERZ

Tak Kak & IHCI0 IONOKHTENBHOE, TO y ecTh (PYHKIHSA BO3PACTAIIAL
CrnemoBaTe bHO DM HEIDPEPHBHOM BO3PACTAHHH k 0T 0 10 oo, LeHTp
Kpyra JBHHKETCA [0 HOPMaJu orf R 1o Ry, 1. e. [eHTp Kpyra Beeria
HaXOQHUTCA HA OTpesKe, COCMHAIONIEM IEHTD, KPHBHSHE CIPaBa 1 CJIEBA.

Ecnu menTpHl KPYroB KDHBHSHH CIIpaBa M CieBa GYIVT JekaT M0
pasHEe CTOPOHH KacaTeJIbHOU, T0 ypaBHeHHe (7) HANHILETCH

,02(1—[- k) RR
: By —FkR
0YeBHJIHO, YTO ¥ €CTh (PYHKUUS BO3PACTAIIIAL. [Tpu mempepHBHOM H3Me-
HeHHH k y yBeawuumBaeTca or R 0 oo, & IOTOM OT — oo I0 — Ry, T. e.
ILeHTP KPyra BCETJa JeauT BHe 0TPeska CORNMHAIIECr0 KPHBHAHE! CIIPABA
H CJeBa. :

Mo cux mop Ha kpuBYH B Touke A HaRIAMHBAIOCH ycaoBHe, 9T0
B JIAHHOH TOUKe OH& HMeeT TONBKO BTOPHE IIPOM3BOJIHHE CIIPaBa B CJIeBa.
[Myers Temeps kpmBas wveer CTipaBa M CJ/leBa HEMPepPHBHHE ITPOH3LOJ-
HEIE 110 KpaliHeli Mepe TpeThero Imopaika.
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U QHAJOTHYHHE DasIoKeHHd A TOYeK CJesa.

Iap (4) uMeer CONPHKROCHOBeHMEe ¢ RPHBOH B To4Yke A BTOPOIO
nopAnxa. /leficTBHTeNBbHO IOJCTABIAI BMeCTO z, ¥ H 2. @(s), w(s) B x(s)
noaydaM QyHRIuo I(s).

{42(8)+¢Z(8)+x2(s), @(s), w(s), x(s) l\

I 0 ’ a, ﬂ’ %
P(S) = oR I 3! ! !
! = ] &, F&s 7
i 21"’1 s &’1, ﬂ’h 7'1

KOTOpasg IpH $= 0 paBHa Hymo, I(0) =0; I'(s) mpu s=0 Tomxe paBHa
HyJI0, Tak Kak B ATOM CJydae IepBad CTpPOKa OIpelciuTe]s PaBHA BTO-
poir. F'(s) ecmpasa OpH s=0 paBHa HYJO, Tak Kak llepBad CTOPOHA
0yZeT NpOHOPIMOHAJIbHA TPeTheil, a £7(s) caeBa IpH s =0 paBHa HYJIO,
Tak Kak IlepBad CTpPoka OyJeT UpPONOPOUOHAJbHA 4YeTBepPTOH CTpOKe.

HajizieM, kakOMY aHATUTHYECKOMY YCJIOBHIO HOJMEKHA YIOBIETBOPATH
KpHBad B TOUKe A4, 9T00H COIIPUKACAIINNeCd IIaPH CclipaBa K ClIeBa COBIIA-
naan. (O4YeBHOHO, 4TO B HTOM cCJydae CONPHKACAOINHHCA LIap HOJTHKeH
IIPOXOANTE OTHOBPEMEHHO H Yepe3 KPYI' KPHBHSHH CIIpaBa M 4epes KpPyT
KRPHBH3HEL CJeBa, a SHAYAT CONPHKACAINIMHCH IAp IOJKEeH COBIACTD
¢ mapoM (4). A A Toro, 4ro6H mIap (4) HMel IPHKOCHOBEHHE
TPeThero mopsAlka ¢ KPUBOH B Toduke A, HEOOXOOMMO W IOCTATOYHO,
YTOOHK MPOUBBOJAHHE 0T F(s) TpeThere HOPALKA CIpaBa U CJeBa IpH s =0
66l OBl PaBHH HYJII. , :

Tperps npoussojHass oT F(s) cmpaBa IPH s =0 HalHIIeTCA Tak

(o, _®dR_ & .o’ gdR 8 & yiR 7y

e Bds v e Bl hads Br—RI'® Hhads R.RI
[vvm(o):i O, 0(, p, }’

' 2k a'r i ﬂl: 7’

2Ry, 'y 81, 7't

s 5ol 1 dR
YMHOAA BTOPYIO CTPOKY Ha T , & TPEThI0 Ha Rz, » CHIAARBAL HX € HEp:

BOH W MpUPaBHUBAA HYJI0, OJYy4YHM yCJI0BHE, 4TOOH HIap (4) HMeJ COIIPH-
KOCHOBeHHE TpeThero IOpAAKa cIpaBa KOTOpPoe TOCJTe YMHOMKEHHS
Ha — RT, HanmumietTcd Tak:
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P&CRPOEM 9TOT OUIPEeNeJUTENb 10 BJeMeHTaM IIepBOTo CTONOI U CGO-
KpaTHM Ha 2; HOoJydJaeM:

d_R = 1l e pial, 2439 :
4T71\—,(0510¢ 848 +7'17) + Blee' 848 -+ 7)) — B =9

M 0603HATAA Hepes @ yrod MeEIy COOPHRACAINUMHUCA ILIOCKOCTAMH
ClIpaBa H CJIEBa IIONYYHM:

ds

— T ——sinw - R cosw - By =0.

TakuM Ke METOIOM IOJIYYaeTCA YeaoBde, 4TOOH 1map (4) HMe

CONIPUKOCHOBEHWE TPeTLero MOPAIKa CieRa
70l ’RI .
——1,~ds~smm—|—R1 cosm — R =0,

PapeHeTBO HYA0 STHX ABYX BHpakeHHI ecTh HeoOX0XHMOe H J0CTa-
TOYHOe YCJOBHE, 4UTOOH map (4) WMea CONPHKOCHOBEHHE TPeThero
IOpAJIKRa COpaBa H CJIeBa WM MHEIMH CI0BAMH, YTOOH COIPHKACAIINCCH
IIaPH CIIPaBa M CJEBA MEKIY CO60K COBITAIAJIN.

HnaTepecHo OTMETHTB, IT0 B STOM CJAyIae YpaBHEHHE COIIPUKACAL-
rerocs mapa (4) He 3aBHCHT 0T paJHyca KPYIeHH.

Kar cmemcTsue IABYX UPeJHAVIIAX VCJIOBUH MOMKHO MOJYYHTH, UTO

AR 2 dR\?
S 2 o— 5o 2
(T ds) +R _(Tl ds}) =

2 = dR

Odépatas BHHMaHHe, 410 —7 E?—-H--TFS: eCTH paTHYCH KPYTOB
HdepeceYeHUs BHIPAMILOMEME IVIOCKOCTAMA CHIpaBa H GJAeBa COIpHEKA-
1 oA camIerocs Irapa, Jerko HalTH reoMe-
TPAYECKH JCIOBHA HEOOXOMHMHE W 10-
CTATOYHHE, dYTOOH CONMpUEacanIInecd
Lo MApH CIOpaBa N CJIeBa MemIAy Co0010
' - K, coBHajaJm, T. e. yT06H map (4) ObLT OB
compukacaoImuMcs. [l 3TOro HYKHO
< HAfiT! yeJaoBHe, IPH KOTOpOM OH TOYKH
A4, K, K\, L, L, nemaxnm 6H Ha OIHOH
ORPYARHOCTH.

>
o

®dur. 3.

: Beam oTH TOURM JemaT HA OXHOH
AK=2R . AKX —28R,
HE Pl LA oy

OKPY:KHOCTH, TO ITPOBOJA depes TOURy /.
ds’ ds orTpesok LE mapaJsieJbHHH M PaBHHHA
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AK; noayuum, uto AE ects puamerp. [IpoekTHPYS JOMAWHYI JIHMHHUIO
ALEK; Ha AK; W coKpamas Ha 2 IOJIy9HM:

— %Zf—sinm -+ Reosw — Ry =0

Tag Ke IMoJgydaeM, 9T0

——'I’df sinw + Rqicoso — K=

(O4eBHIHO, YTO 3TO YCJOBHe €CTh H JOCTATOYHOC.

[lyers Tourka A maockoit KpHBOil 0OMKHOBeHHAA TOYKa, B KOTOPOH
pajuycH KPHBH3HH HpaBa M cleBa PasiniHb. B saBucuMoCTH 0T (DOPMH
KPHBOM B ATOH TOoYKe LEHTPH KPYyroB KPUBHU3HL OYIYT JeEaTh 10 OLHY
CTOPOHY KAaCATeNbHON * HIH
M0 PpasiddHEe cTopoHH. Pac-

CMOTPHM CHAYATa TePBHIH CIIy- L

yait, BospMeM ToukH L u B; 1o S 2

pasHEle CTOPOHHE OT TOUKE .A. 8. \
O6osmaumm AB uepes s, AB;

qepes s1. Toria, 110 olIpeIe1eHII0 Pur. 4. :

panmyca KPHBHBHHE Cclipaba,

: 8 . 5
aMeeM R =lim o By =lim E;“' Uyers B n By cTpemMarcd k Touke A Targ,

- £}
qa1o6H lim ?‘——- k.

W3 deprema BHIHO, UTO ;= 0+ 0.

Haitmem
.5’1
14— :
paggehd ) —f—_‘LSl——]im : apben i (R bl
e W3 = lim w1 4+ i 4 84 0.,k . + kR

et T

PaceMorpmM BTOPOR caydail.

I3 geprema BHIHO, 4TO @, = 0 — @ . - #
Haiimem

BB il
o=li1 —1~§::II]IH el I Pur. 5
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ATH (POPMYIBL MOMKHO [10JAYYUTH I10JABBYACH MpPeaeabHHIM KPYTOM.



0 uenbix MyHKUMAX K NpAMbIX Hitonua.

B. TI'onyapos.

1. CormacHo Teopeme [lukapa, BeAkad nedas (PYHKIMA NPHHAMAET
aA060e sHaYeHHe a, KpoMe, MOMeT-GHTH OLHOI0, GeCKOHeYHOe YMGJO pas.
[TosToMy Te 3HAYeHHS @, KOTOPHX (YHENHSA He MPUHEMAET WIH HPH-
HUMaeT KOHEYHOe UHCJO0 pas, MOKHO CUYHTATh MCKIOYATETHHEIMA.

W3 MHOro4mcaeHHHX 0606meHHE W yTouHeHUN TeopeMu [lukapa
A ynoMaHy pesyabrar JI. Bubep6axa, KOTODHI MoKasatd, 49T0 B cJydae,

1
ROI/1a IO PALORK (f)yHRLIHH 0 O0JIBIIIE, TeM 5> B KROHEYEH, beHRHHH IIpHHHMaeT

BCe 3HAYeHHdA, KpoMe, MOKET-OHTh, 0JHOT0, 06CKOHeYHOe IHCJI0 pas BHYTPH
BCAKOTO yIVla, BeJAHYMHA KOTOPOI0 IIpeBHINaeT HAaUOOJLIIee U3 SHCE
g n 2n ——g; B CIOy4ae dKe IOpAIKa ¢, He IIPeBHIIAINIEr0 % PyHRIHA
( ¢ 2

MOJKeT He MPHHHMATh ABYX 3HAYeHWH B YTJle, BeJUYHHA KOTOPOIO CKOID
VIrogHo MaJo OTJAHYaeTCd 0T 2.

Caenyomuil 3aMeqaTeJbHHH pesyapTaT OpHHaAnewur [, JRionua.
RakoBa 6 HH OHJa Leaas (QYHKOHA, CpelH IOJNYIpAMHX, BHXOZAMIHX
H3 JaHHOH TOYKH, MOKHO yKasaThb XO0Td OH OIHY TaKyl, 4T0 B YI.e,
HMeIleM BepIIHHY B JaHHOH To9Ke W HMeloilieM OHCEeKTDHCOH paceMar-
pHBaEMYH MOJIYHPAMYI, Kak Ol MaJ 3T0T YIOA HH OB, QYHRIIA IPHHH-
MaeT Jw6oe 3HAUEHHE, RpPOMe, MOEeT OHTH 0JHOTO. BeaRyn MOIYIpIMYn,
06Jaal0ly10 YKasaHHHM CBOHCTBOM, MH Oy/J1eM HasbBalh HPAMOIO
Awoana, nam, ropode, npamow (J). Bubop HadalabHOH TOYKH-—BEePUIHHb
yria—, O9eBHIHO, He WMeeT 3HaYeHHS B TOM OMHCIe, 4T0 Hpamee (J),
IpoBeleHHble H3 JK00H TOYKH, HOCTOAHHO WMeKT OJHH U Te jKe Ha-
IpaBaeHHS.

2. 910 eBOHICTBO IeNHX (PyHRIUH, 3aMeyeHHoe Ri0IHa, TpeICcTaBIALT
c060K0 HeIoCPEeICTBEHHOE CJIeCTBHe W3 HEKOTODPHX IPEToReHHH, yeTa-
HoBJeHHHX II. MoHTeseM, ¥ KOTOPHMH MH B JaJbHeHIIeM (y/eM I0Jb30-
BaThcA. OCHOBHOe IOHATHe, BBejeHHoe [I. MomTeseM,—IOHATHE HOPMaJb-
HOTO ceMeiicTBa (DYHKIHH : ceMeHCTBO (COBOKYNHOCTB) (I) (pyHKImi
roJIOMOPHHIX B HEKOTOPOH OTKPHTOH 061acTH (/\) Ha3HBaeTC HOPMaJIbHBIM

*) 1. Bieberbach Zwel Sitze tiber das Verhalten analytischer Fuuntionen in der
Umgebung wesentlich singul. Stelle (Mathem. Zeitschrift, Bd. 2 (1918)).

#) G. Julia Sur quelques propriftés des fonetions entiéres et méromorphes (Ann,
Ee, Norm. (1919))
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B 9TOH 06/1aCTH, eCTH M3 BCAROM IOCHCNOBATENBHOCTH (DYHKIHIT [fu(2)]
(n=1,2,3...), IpUHAICHANHX ceMeHcTRY (£7), MOKHO BBHIIEJAUTH 9aCTHYIO
I0CJIeI0BATEIBHOCTD [f,:(2)] (1=1,2,3...), TAKYI0, YTO BO BCSAKOH 3aMEHYTOH
odxactu (A ;), NpHHAAJIexamel odaactd (A), BTa II0CHENOBATENBHOCTD
paBHOMEDHO CTPeMHUTCA K Ipeedy-—K0HeYHOMY HJIH O6eCKOHEYHOMY ;
B IIePBOM clydYae, IIpeles, 09¢BUIHO, €CTh (PYHRITHA, TOTOMOppHAA B (A).
Janpmre, cemedicrBo (yHKUHA (F) HazHBaeTcs HOPMAJbHHIM B TOYKe
2=2, €CJU OHO HOPMAJIBHO B HEKOTOPOIl oKpecTHoCTH BTOH ToukH. TouKa,
2=z, Ha3HBAETCA DPETYIAPHON WIH HPPETYIApPHON TOIKOH OTHOCHTEIHHO
ceMelcTBa (F) B 3aBHCHMOCTH OT TOr0, HOPMAJbHO WM He HOPMaJbHO
ceMe#icTBO (F) B BTOM TOUKe.

Hecaenopanns I MoHrend ¥) MOKasHBAWT, YTO: 1) CCAH (PYHKIIHU
ceMefictBa (F) B o6macTd (A) He IIPHHAMAKNT IBYX 3Ha4eHHH (a 1 b,
@ # b), HIH e TOIbKO KOHeUHOe YMeJI0 (PYHRIHI ceMelersa (/) IpUHH-
MaeT BTH 3HayeHHd, TO ceMeilcTBo (F) HOpMAJdbHO B 001acTd (A),

2) ecam ceMmelfcTBo (F) HOpMaJmpHO B EKamkI0# Todke obaactd (A)
(T.-e. BCE TOYEHN (A)— peryJdapHH), To ceMeiicTBO (1) HOPMAJbHO
B o6aacTu (A).

OTcoga exegyer, 4To, ecjau ceMeHcTBO (F) He HOPMAJBHO B 00JACTH
(A\), To moamHa OHTH B (/\) XOTH OJHa MpperyJaspHasd ToUKa, B OKpecr-
HOCTH KOTOpOi /00oe 3HAYEHHWE «, KPOMe, MOMKeT ObTh, OJHOTO, IIPHHU-
Maercs GeCKOHEUYHHM YHeaoM (DYHEIHUE cemeiicrsa,

Alirua pacemarpusaer ceMeiicTso (F) :

fi(2) = f(t2)

B 00JaCTH
l—o<r<1+o¢ ; ;
dl—— g f
O S S 0o e,
rie f(¢) —Ieaasd QYHENMS, a [—TIapaMeTp ceMelicTBa, IPHHHMAIOIHL
3HaYeHHA > 1.
OcraBigd B CTOpPOHe cJaydyail, korja f(z) — IIOJMHOM, BHOepeM psf
TOHER. =4t TARAR, 970 |1 (2)| <1, limly =
n—-3> o

Hocaenosarenpnocts YHEUUH |fy, (¢)| (#=1,2,8...) TakoBa, 4TO
13 Hee HeJab3d BBIACIHTh HE TaKOH YaGTHOH IOCHeI0BATeIbHOCTH, KOTO-
pas B o0xacth (A) crpeMuaach GH K GeCKOHEIHOCTH (M0 |fy, (¢17) | <1),
HH TaKOH, KOTOpasd B TOH e 0GJaCTH CTpeMHJIach OH K HEKOTOpPOi
rosioMopHO# (yHKIHE (WHAYE [(z) GBHIa GH OrpaHHYeHa II0 MOAYJI0 HA
Kpyrax ¢ LeHTPOM #=0 H DaJUyCaMH, PABHHMH {,, 4TO IPOTHBOPEIUT
Teopeme JImyBuig). 3HAUUT, ceMelcTBO [f, (¢)] —He HOpMaJbHOE B 00~
JacTd (A\), © HMeeTcs HpperyIdpHas TOYKa, HAIIp., 2=2,, B OKpecT-
HOCTH KOTOPOI, cKaseM, B KPyre ¢ IIEHTPOM z=2, H PaITHyCcoM &, Jwioe
SHAYEHHE «, KpOMe, MOseT OHTb, OJHOI0, MpHHAMaeTcd O€CKOHEIHHM
YHCTOM (DYHKIH [, (2); HIH HABMH CIOBAMH, (yHRLHA f(2) TpUHUMAET

*) P. Montel. Sur Ies familles des fonctions analytiques qui admettent des valeurs
exceptionnelles dans un domaine (Ann. Ec. Norm.,, (1912)).
Sur les familles normales de fonctions analytiques (ram e, (1916)).
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BCSKOe 3HAYEHHe @, KPOMe, MOKeT-6HThb, OJHOI0, B OECKOHEYHOM 9YHCIe
KPYIOB ¢ UEHTPAME 1n 2, M PARHYCAMH l,¢; CALTOBATENIPHO,—H B YIVIE,
BepIIHHA KOTOPOT0 2==0, OHCEKTpHCA HIPOXOAUT 4Yepes TOUKY ===,
1 BeJIHYMHA KOTOPOTO é—CKOIb yTogHO Mada. TakmMm 06pasoM, 0CHOBHOE
npemioskenne JKioama BHTeRaeT U3 CONOCTaBIeHHs TeopeM Monrens
¢ TeopeMoil JIMyBHIIA.

Caemxyer 3aMeTHThH, YTO H3 IPHBEIEHHOT0 paccy:k/eHHA He BHTEKAer,
4To Ha BCAKOM mpaAMoil (J) HeIpeMeHHO HMeeTcs HpperyJdpHas TOoYKa
cemeiicrsa f;(2) (t>1), X0OTd MH W He pacrmolaraeM IPUMEPOM, OIPOBEP-
PAIAM 3T0 MpeIoKeHHe.

3. BerecTBeHHO MOCTABHTH BOIPOC O COBOKYIHOCTH IPAMEIX (J) mid
eJIHX (PYHEIAN PasaudHBEX HOPAIK0B. B maxpHelinieM, d NPUBOKY HEKO-
TOpHe PEesyJbTATH, KACAIIIHEeCS YACIA W DACHOT0KEHHA TPAMHX (/).

OTHOCHTENBbHO HAMMEHBINET0 YHCAa NPAMHBY (J) MOKHO 3aMETHTDL
cJeyIoIee

(1) CymecTey®wT GYHKLUH J060r0 TOPSAAKA ¢, He MPEBHINAKIILETO

, KOTOpHE HMEIOT TOJBKO ONHY npamyl (J). Taross, Hamp., (PYHKIHH

f@:ﬁ@—é) @<9.

np

DD et

118 KOTOPHX =0 ecTh eJHHCTBeHHas npamasa (J),
(2) cymecTBYIT (DYHKIHE J060r0 KOHEIHONO MOPAIKA @, GOIBIIEro,

it
geM, —, KOTOpHE HMET TOJbKO jBe mpamuie (J). IIpEMepoM MOryT cay-

2!
#UTH (pyHEUHE Murrar-Jlediaepa

= Soap gy e |
Ea(2) = 201 (@ = &> *2'),

Fana
J
11 KOTOPHX IPAMEIME (J) SBASKTCA 6= + &5,

(3) cyuiecTByBRT (QyHKIHH (eCKOHETHOTO MOPANKA, MMEWIIHEe TOJIbKO
oxny mpamyi (J). Takosa ¢yHEIHA (yKasaHHAd TaKKe Murrar-/led-
(parepom) ;

2 \L—z
c

s‘:d:
ﬂazlj“ =L,

HHTerpUpPOBaHHe MPOHBBOJAHMTCA 10 KOHTYPY (C), COCTaBICHHOMY H3
oTpeskoB 1°, p=—um, §>0, 2°. §=0, |9|<Lx, 3. == §>0. Eaun-
cTBeHHAd lpamad (J) ecrs 6 =0.

Bompoc 0o HamGoJgplIeM gucie NPAMBX (J) pemiaerca CJIeLyOITHM
06pa3oM: CYMECTBYIT IeJhie (PYHKIUK BCeX MOPAIKOB, HMEWITHE J00YI0

4 1
noayupsamyio npamoit (J). Jdaa caydas 0< e<; A0CTaTOYHO MOJOKHTD

~
—
N
s
li
e
b
o
(&3
~—
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e uHeaa &, OBUIM OB PACHOJOMEHH Be3ie IYCTO B MPOMEKRY TR
|00 2| Jiodas Toura kpyra |z|—1 Gyier APPETVIAAPHOIl TOYKOR
ceMeieTna
1 1
fuwi (@)= [(m?P 2) (m=1,2, 8...);

9100 YOeJHTHCA B STOM 3aMETHM, YTO

eI |1—"|
1
ny

1
a liociuejgHee BRIpaskeHHe  BOspacTaeT HeorpaHH1eHo st 7':771-—#72‘

BMecTe ¢ m. llogeraHoBka & —2% (k — 1esoe IOTOHHATEJBHOE) IT03BOJSIeT
[EPEATH K GIayuaw JI060T0 KOHETHOIO nopsijika. Herpyano TIOCTPOHTH
HPpHEMEPEL H HAA cAy49aceB o=0 M g =co,

4. COBOKYIIHOCTH HPAMBIX (J), mam, TouHee, COBOKVIIHOGCTL CGOOTBET -
CTBYIOIHX HM apryMeHTOB, 0YeBHJHO, — 3aMKHyTad. MoKHO YTBepskaaTs,
0GpaTHO, UTO €CJIH JlaHa HEKOTOpas 3aMEHYTad COBOKYITHOCTL I0JIYIIPS=
MBIX, HCXOJZANMX M3 HAYaIa, TO MOKHO IOCTPOUTH LEJAVI (PYHEIHD

g 1 5 y o
J1000T0 MmopAika @< -, IS KOTOPOil COBOKYNHOCTL IIPAMBIX () Oyer
TOMRIGCTBEHHA € JaHHOI CcoBOKYIIHOCTBIO. B camom Jjeme, mag srtoro

gl
JOCTATOYHO II0J[06paTh APIYMeHTH HYJIeH ¢p,=n f ¢ % TaruM oGpasom,
9T00K  TIPOH3BO/THAS COBOKYITHOCTH apryMeHTOB &, COBIAQJA € JAHHOM

COBORYITHOCTBIO.

1
Uro kacaercd caydas nopanka 0>, T0 MOKHO YTBepPHEIAThH, 4T0,

KakoBa OH HH ObUTA JIAHHAS 3aMKHYTas COBOKYIHOCTD I0JYIIPAMELX,
UCXOMSIIHX  H3  Hadaja, BCETJa MOMKHO IOCTPOHTH MedAyld QYHKIHI

2

1

MO psIEa, p(> ;), Taky10, 4To0bl, BHYTPH MAHHOI'O YIVIA, BEJIMYUHA KOTO-
‘ T I

Poro pasHa HauGOJBIIEMY W3 THCE S " 2m i COBOKYIHOCTDL IIps-

MbIX (J) copnana 6Bl ¢ JaHHOH coBOKymHOCTHIO. /(151 BTOr0 Gepen CYMMY
WM IIpoH8BefleHue (B 3aBHCHMOCTH OT TOTO, GyieT Jii ¢ GOJIBINE JIH

s it :
MEHbIIe eJHHAIE) COOTBETCIBYINIeH (QyHRIHH HopAnka < - U YHK-

nun - Murrar-Jledgnepa By o(z), m0106pas o HalIemRAIIAM  06pasoM.

=
g

1
5. llyetn f(2) — nenas GyHENAA HOPALKA @<,,,2,; nycrs [a.] (n=

=1, 2, 3...), (a,=rue), — HeEOTOpPasA, MOKET OBTH, YACTHAS [I0CJIEI0-
BaTeJbHOCTh e HYJIeH, IpHYeM INPejiIrono:KuM, 4To
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TG, =0
n —>

=
B
Tn
rre M — mroctosHHoe dieao. [ aTHX YCA0BHAX § =4 ecTh npsaMasd (/).
- = 1 o
B camoM 1ese, corJacHo TeopeMe BEMaHa, B caydae y<§“) MOSRHO ‘]
VkasaTh Kpyru ol =i, (61,2, 8.:+), lim ¢, = eo, HA KOTOPHX HHIK-

n—>00
HAA TPaHHIla MOAYJIA (1)yHKILH}I HEOTPAHUICHHO BO3PACTACT:

TTocaenoBaTeBHOCTD (DYHKILHIT

f},zi(:)Ef(t,,i.er) fi=—=1,2 3...}

L

B 006JacTH

I—0=r< L+tg e
: () { (G—— W'—FT>

9’:-—&'<9<9%—]‘—8

He MOKET GTPeMUThCS HH K rodoMopuoil dyuknmm (v. k. | [y, (2) | 1pn
| 2 | = 1 HEOTpaHWIEHHO Bo3pacTaeT), HU K GECKOHEHHOCTH (1. K. B 00JacTH
(A) mna mocrarodHo GOABHINX m (YHEUMA f, (2) HElpeMenHo o6pa-
IAeTCH B HY/IB). SHAUAT, B 061acTh (/A\,) ¢YIIeCTBYeT Hppery/spHas
TOUKA 2= 0.6%. cemeiictra [fi, (2)] (n=1, 2, 3...), npnuem |p.—o*|<e
L0Telofa caeayer, 4To B yrae |§—wp.|<e a moromy & fortiorli B yrie
| g —0*>> | 2¢ yHKOMa [(2) TpuEAMaer OGeCKOHETHOE THCI0 Pasd BeAKOe
3HAUCHHe, KpoMe, MOsker-6HTDL, ofnoro. Tak kak & CEOJIL  YTOJHO MaJlo,
TO §=¢* ecTh HpsaMblc (J). :

CoxpaHas 1UpodHe TPETIOTOREHHA, TOIYCTHM Temepb, YTo HOPATOK

1
PYHEIHE ¢ Gojbue, YeM _ . B sroMm ciydae MOKHO YTBePKIATh, UTO BO

JT “
BCAKOM VyIJe, BeldddHdHa H-UTO})OFO p'cLBHil '27[—{- , 11 KOTOPHIK (‘Oﬂﬁ‘p}KHT
S )

HpAMYI0 = 6% (B TACTHOCTH, JOMYCKACTCA COBIAICHHE HTOH NPAMOH |
¢ OMHOIT W3 CTOPOH YIva), MMeeTcs Jo Kpaiimedr mepe onma npamas (). < |

IlyeTs pacMaTpHBAeMBIL YTOT ecTh :

=

(Aio) a< g B (ﬁ—a:znj‘:),

N

npu gem « < ¢* < f. Cormacuo reopeme Pparmena ™) B yrie

(40  e—<I<AHD

*) B caydae p= % IPHMEHHM JI0Ra3TeTbCTBO GIeAYBIIeil TeopeMsl, moaaras a = 3.

o : s -
*4) Jlenas Gynruus HOPALKA o ( p> E) HE MOKET 0CTABATHCA OrPAHHYIEHHOIT B yTJIe,

peJIMguHa KOTOPOro [peBhimaer G
P



¢

ol N

(hYHEIMA f(2) npUHEMaeT CKOJB YIOIHO GOJbUIMEC 110 MOTYAK SHAUSHHS
7% fia; g £

HAIP., B T0YKAX 2= f,,c””n(llm lpe=0, & — % 0, </9—{—;;). Rak npeske,

3aRI0YAEM, YT0 B 00JaCTH

Bl sste g~ L0 ’ :JJ~_1
o lu—e-<0<ﬂ+e (o= at)

II0CJHeTI0BATEIBLHOCTD f',; @ =flelin=1, 2,3 ..) He obpasyer HOPMaJIb-
HOTO ceMeliCcTBa. JHaan B oé.nac'm (A,) UMeeTcsa HpperyJgpHad TOUKa
s=g¢: ", n [(z) IPHHUMAET GECKOHETHOe THCITO pas BCe 3HaYeHHd, KpoMe,
MOKeT-0BITh, OJHOTO, B yIae | §— ¥, | < & 0TCoOIA JTETKO BAKJIIOUUTH, 9TO
B yrae (4,) umeercsa upaMas (/).

O603HAIUM Yepes 6% apryMenT, COOTBETCTBY WILKIT IIepBoii npsvoii (/),

E 57 o = P A% & JT 5
KoTOpad BeTpedaeres B yrae ¢* <{g<{p* 4 (Zn — ) HPH BO3POCTAHHH 0
; 9

Uepes % — apryMenr, COOTBETGTBYIOUIMI 11epBoli mpsayoit (), KoTopad

S

g 4 v ~
BCTpeyaeTes B yrae 6~<2:x~—}; L O 0%, npu YOHBAHHK 6. Bo3MORHE
IBa caydas: 1° WiaM 6% —6F =6%, 1. e, g=—¢* ecTh leH.\I‘dH (J), uau 2°
At , M TOPJA HeIpPeMeHHOo g§* i S (—) Cregyer 3ame~

TH'ED, Y970, MO }\l)dllH(,H Mepe a4 0<1, Ipege’ibHass BeJdHIHHA yIvia.

T
2x — —, IeHETBHTE. 1bHO, JOCTHIAaeTCd, Kak MOKa3LIBalT IIPHMepPHL:
B2

S

a

z

_\) : o 1) dhle) = I;[(l ~~)P" {o==1).

|

j

T

n

fole) =11
1

~of =

/

Jist srux pysknuit npaMag CrymeHus HyJeit (= 6% = 0 gp.gerces

20
ABJAETCA OGﬂBaTeJleHM, RaK C‘JIelIye'l' H3 HpHNMepa

GUCCeKRTPUCOH MRy TpaMBIMA (J):g= = (n —

H(#) = fu (2€) fp (ve—a) (a o 210)

"BHII0 6B MHTEpPeCHO BBIACHUTH, HACKOJIbKO HEOOXOIHMMHIM HBILETCH

r i :
ycnonne’;%“<M LT TOro, 4TOOH [IBe IOCJEHHC TeopeMH HMeJIH

n
MecT0. Bo BeAKOM ciydae, 8T0 YCJA0BHE HIPaeT CYMIECTBEHHYID POJb
IIPH JIOKaTeJbCTBe, OCHOBAHHOM Ha MeT0je HOPMAJbHHX ceMelcTs.

6. B JaabHeilnieM s paceMaTpHBAK) HCKJIOYHTEIBHO ciaydail yHk-
AT HYJeBOr0 poja, T. ¢. PYHKIHHE BHIa

fl = 1i (1 -2,

T - %
. JT0 CBOHCTBO He-
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npenmoaaras f (0) = 1. Yro6sl, Ipu opegeaeHHE HPAMBIX (-/), MOKHO OBUIO
BOCIIONB30BATHCA  METOMOM HOPMaJbHLIX CeMeHCeTB, BamHO paciogarath
CBOEHHAMH JBOAKOTO Xapakrepa: 1) TOUKHHL OHTH H3BECTHHl TOYKH,
KPHERC WIM YacTH ILIOCKOCTH, Iie, IPU HeOTPaHU'IeHHOM BOSpACTaHUH 2,
(DYHKOUA OCTACTCS OTPAHMICHHOH, 2) NMOJKHLL OBTH IHBBECTHDI TOYKH,
KPHBHE WM 9aCTH IIOCKOCTH, IJe, TPH HEOTPAHNICHHOM BO3PACTAHHH =2,
(DYHELM HeOPPAHUTICHHO Bospacraet. lIpexmoaaras TaHHBIMH HyJH
(PYHKIIH, ML JOJGKHBL COCPEIOTOTUTL BHHMAHHC Ha TeX YACTAX IL10-
¢EOCTH, e (YUK HeOrpaHMIeHHO BospacTaeT BMeeTe ¢ 2 He Tak
MHOI0 H3BECGTHO HpeI0sKeHIH 001iero Xxapakrepa, 0THOCAIIUXCS K Heorpa-
HUYEHHOMY BO3PACTaHH (PVHRUEE. MBl HUCIHOIB30BALM  YEKe TEOPEMEL
Jluysuig, Bumana, dparveHa. Yro6H HOHTH TaJblle, g, HCXOIA M3 He-
EOTOPHX YaCTHHIX PHIOTE3, OTHOCAMMXCA K MPAaBHABHOCTH BO3PACTAHHA
nysell, JaM HeKOTOpHE YTOUHeHHS TeopeMbl BuyaHa. '

7. llyerp, Kak oOB9HO, #(r) o60sHATAeT YHCIO HyJel f(z) (cuurad
110 EPAaTHOCTH), MOJY/IH KOTOPHX HE LPCBBIIAOT 7.

Honmyerus, ¥To TAf LA TOCTATOYHO GOJIBIIHX 7 HMCET MECTO He-
PABEHCTBO:

n(Ar)

e 4 W §$ — [MOCTOAHHBE YHCIR, YIOBIETBOPAIINHC YCIOBAD 2 >5>>1.
[Tomos

1
r 1 f_,? ] o0 I
4 au (T
% e v L1 .,.« Sl ) S ) IFsd LR WS =
e b e T—1 = S A—myp—* \ (u—1 =V
!0 .}-
l
e oc:1 IpEAi=>2 U =1 0paE <72, !l:7§%<1'
S f

Ipepmmoaomnd, 910 F MOJ0KHTCADLHO.

MekmoauM U3 IDIOCKOCTH 2 KPYIH ¥, ¢ IEeHTPaMH @, H DajuycaMu
==
et~
i

8

e , jle & — CKOJMb yI'OJHO MaJld0e ITOJOKHTEAbHOE YHUCHO.

Torga B 0CTABLICCA JACTH IJOCKOCTH (PYHKIMA BO3pacTaet Heol'pa-
HHTEHHO 11 PABHOMEDHO BMECTe ¢ HepPeMeHHOIT 2.
JIJI JOKA3aTeABCTRA 3aMETHM, HPEeRIe BCETo, UT0 H3 HODABEHCTBA

n (Ar) < sn(r)

BHITERACT
7 1
) R )
(Z)> 3 (")
i lgu 2
; Jlasibliie, mpedomarag w>1 1 0003HAYAA Yepes i HAKOOJBIIICE
- (1S

Lgu
JeJI0e THEAO0, 3ARI0YA0INeecH B, MOJYTHM:

gs




+)

1Ol —

1 [Igu o Ir,u

(er) <s faé'] w(r)<Ls | wn(r) = sutn(r). (w > 1)
Oreloia clemyer:
nw(ur) =s k. utn(r) (< 1)
S

O6paruyes & (QYHRIHH f(2):

Iy If(2)

77[.

SR DR I ISR L N S
T1,(/\}1 a‘> Z,g(' 1)+A > ?9“ f=

7'" <—}‘- -)T < l” < g
% /J(1—T) AL BoC
i‘11<)\r
HO:
: : 5 -
S Zg(-;—l):Ylg(; )du(f)—n( )lg(/—l)—r
B : Ll
;T d
b gy
Tfn(m} (1 — )
0
. i 4 _OO i s A
U= ; ;M Zg(l e )."> = S lg (1 = f) dn(t) = n()xr)lg;:;*\s n(ur) P
" i h

(' TTOMOIBI0 TPeBIYIUX HePaBEHCTB, HOJTYYacM:

" (}) lg(Z2 — 1) = anf(u)ly(A— 1),

w(Ar) ! :—»/i“ = n(r)lg f
1 g

1 1
T L
5 du
w(ur
S Iz gs w—l)n s (1~—u)n“*
0 0

I du ; du
\ nfur Ww)—— < sn(r) j (u——_l_)_ur—@ g
%

JHAYUT:
4 + G < ulr). |



=

P—:z
; =
J PYToH CTOPOHB NpENmonaras |z — a,| > rye s
| 2 P—c P—z¢ r
= gl =" s — > ——— — nlr——n(— >
r /Z . g} a'n!/ y Z £ 1 = 1 ( ) A
T%"n%/." : ' T\(T“*;/.’ \’——ﬁ' S

Hrak:

gl (| =44 B+C= Pulr)—(P—&)n(r) = en(r)
OTCIO/IA CJCIYeT:

lim g ]f(e’)l — oo,
2>
8. Uz rociaemgHero Hpeﬂﬂ()'/RGHHH MOMKHO TOTHAC ke HOJNYYHTH HEeRO-
TOPHE BBHIBOJH, Kacalommecs OpAMbX (J). CoXpamuM nee caenaHHue
HO CHX T[()p THIOTe3H, H I10JTOEAM JJIA RpaTRoOCTH

r

LA o b4
g=gdresin ¢ "7, (()<7/<_) -
e

Hycre E ects COBOKYIHOCTH TOYEK CI'YUIEHHA, T. €. UPOU3BOHAL,
OT COBOKYIIHOCTH apryMeHtToB HyJel a, =r.¢" Hamrelt pyuknmu. [Mycrs
Ey — COBOKYIIHOCTD TOUCK, HAXOMANIXCH Ha PaCCTOAHHH <% OT CORO-
KyuHoot E¥). Odesujmo, Eq CoCTOMT M3 KOHEYHOT'O YHCJA BAMEHYTHX
HPOMEAKYTEOB, HE HMEIONIHX O0UAX TOYeK, KOTOpHIe 0603HAYMM gepes
Gy Cyye w0y Ay, Ay,. . Ay TIYETH OYAYT COOTBETCTBYIOITHE HM VIO (CO
CTOPOHaMH BRIIOIHTENBHO). 1 yTBep:®jgaio, uro 1) BHe yraos A; (i==t,
2,...h) Her mpaMHX (J),a B KawIoM H3 yVrion A; HMeeTcda 100 KpalHel
Mépe oxHa mpayas (/). Her HajgoGHOCTH NPHBOIHTL TOKA3aTEILCTRO,
ROTOPOE CTPOHTCA IOCTOAHHO MO OJHOMY H TOMY e METOIY.

Oco6enno HMHTEPCCCH TOT CJIYYad, KOrJa A i s MOKHO BHIGPATH TAKHM
00pasoM, 4TOOH % OBLJIO CRO/IH yroamno Maio. B aToM ciaydae 1) BeAKas
npaMasg (J) HePeMEeHHO ABISCTCH UpAMoil cryuenns umyJaeit (1. e, apry-
MeHT 0=6% npamoit (J) ecrb npeeabHasm TOUKA  COBOKYIHOCTH [6.]
(e=12 3...). 2 ecin MERTY JABYMA UPAMBIMH, KOTODPBIC HE CYTh
TIpPAMBIE CIYTEHHSA HYJIeH, HMeeTcs GecYHCIeHHOC MHOKECTBO Hyaei,
TO MER1y HHMH MMeeTcd upamas (J)— XoTh ojHa.

B kawecrse mpocreiiimero npuyepa paceMoTpiy (hVHEIHD

ﬁ o : 1! Lo e W) v L e
P — ,111e0<5.,1.mme I~ — G o s =4 =

r > (1)

*) Roseuno, Mpl He pasiwwuaem rouer 9, u 0, OTAHYADIUXCA HA 27,
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Mu momryyus:

1 —2 (o)
; 2 du i du
me P, ) —lim fuamsosasiz CTES e T
b=l ( ) e—>0 j (l—u)u‘“f"_’— j (1 —a)u!—¥
0 . e e J:

= melgmp = metga (o -+ ¢).

Jes L y

Eecam & << o — ¢ T0 P upu A crpevsiieMcs K eJHHALE JeJIaeTcs
u ocraercst 60JblIe HEKOTOPOrO IIOCTOAHHOTO IOJOMKHTEIBHON0 YHCIR;

- : 1 i
BMeCTe ¢ TeM s——S:lf*— qu CTPEMHTCA X HYII0, Tak YTO 7 MORKer
OBITL CJIEJIAHO0 CKOJIbL YIOAHO MaiteM. [ToaroMy 6 =0 ecTh ejHHCTBeHHAs!
npamas (/).

MosxHO yKasaTh 1IPOCTOe (MOCTATOUHOE) VCJAOBHE IJIS TOTO, HTOGH
7 MOTJIO OHITH CJeJaHO CKOIL VIOMHO MaiauiM. OHO 3aRI0YACTCA B TOM,
91006, 0603HAYAM:

%(;’.7')_ (2>1)

6(2) = lim

r —>co )2(7)

HMGRHAA [HPOM3BO/(Had cCIpaBa 0T (PYHKIHH o6(1), B3ATas B TOYKe 1=1,

/ 6(l)—1 i 5
8. Il 1  OblIa MeHbIle, HeM . JTOT KPHTEPHH BHTEKAaeT U3
r—> 1 S =
- e 2 1
CpaBHeHHH paceMaTpHBaeMol Gyuknuu ¢ Qynrmuaym I (1 — ), o< -

M
9. llenas Gosee OrpaHMYMTENbHOE IPEIIOI0KEHHE  OTHOCHTEIBHO
ITPABUIBHOCTH BO3pacTaHud HYy/efl (YHKOHHA f(2), MB HoaydaeM Goiec
TOUHBIC pesyabrarel. Tak, HAIp., JOIMYCKAT, 4TO

: e
lim  wlg T2 =]">2 (p nen0e IMOMOKATE IHHOE)

A—>CO n

/

1
(‘ITO BJIECTET Ba c060iT 0 <_ _)), MbL IIPDHXO/IHM K 3aRJI0Y¢eHHIO, YTO, 110

&y

HCRJIIOYEHHH U3 MJIOCKOCTH 2 KPYTLOB ¢ Il€HTpaMU @, H pajnycaMHu

~n{ ey —e -
Tne (2!’ " )—B ocTaBOIeficd 4acTH IUIOCKOCTH f(2) BospacTaeT He-
OFpaHHYCHHO W paBHOMEpPHO BMecTe ¢ 2, OTCI0/Ia BHTERAT CJeICTBHA
OTHOCHTEJHHO IPAMHIX (), aHaJ oTHUHble TeM, KOTOpble OBIU I10JVUYeHH
B cJydae, KOIJa # MOIVIO OBITH €/Ie7laH0 CKOJIL YTOTHO MaJbiM.
10. B sakapoveHHe OCTAHOBIOCH HA (DYHKILAAX [(2) :H(l —7) HY-
n

JeBoro  pojia, Bee HYJIH KOTOPBHIX IIpeAlodaralored BelreCTBeHHBIMHA
H IOJMOKHUTEIbHHEME, He [1eJ1asd, OIHAKO, HHKaKHX Hpe,'LIIO.’l(),R@HI"Tﬁ OTHO~
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CHTEJIBHO 1PABHJIBHOCTH MX BO3pacTaHHdL [locTarodno paceMoTperhb
1OJIYIIOCKOCTh 0 < 6 L .

Samerny, aro |f(z)|] ecth BospacTaomas QYyHKIHES 0T O (IpH mMOCTOAH-
HOM #), T. K. BTO MMeeT MeCTO JIs KasI0r0 MHOMHATEJIS B OTIeJAbHOCTH.
HostoMy ecam § < g ®H Hm' |f(re®)| =:co, To B lim |f(rct)| =co.

r—> o r ——-> C0

IpuroM lim }f(re'i' 2)

gr =i )

==co, a Opedea lim |f(r)| eciam cymecrByer, T0
it

T
paBer Hyq0. OTcioJa SCHO, 9T0 CYNIeCTBYeT /2 (0 =y g;) Takoe, 4TO

lim |f(re!")) =co npm >4, Ho npenmea lim |f(rei¥)| He cymecTByeT
P —>> OO P —> 0
MAM He papen GeckoHedHoCcTH, ecau <A Heanm OB oKasajoch, 4TO
lim /(»)=0, T0 TOYHO TaKKe MH YCTaHOBHJIM OBl CYIECTBOBa-
¥ —> o .

/4 & > - e
HUE a(<)<a<9) rakoro, 9ro lim |f(re®)) =0 upu o0< e, B Hpexe:

= ¥ o 00

lim | f(reM) | He cymiectByer WM OTIHYEH 0T HY.A UpH 6 > a. Kean
¥ =0

paBeHCTBO lim  f(#)=0 He HMeeT MecTa, IOJ0KHM (OPMAIBHO o= 0.

P — OO

HT&K, BO BCeX CJOYYasgX:

J
9"

0 La <A<

Tag, nua pyurnuu 1l (1—2) noaydaeM a=@F=0 B cJydae
" &

7T 1
e
50 B Cayqae = ohr el

1
0<Q<§: & ==

Clery o IpuMep HoKRa3HBaCT, YT0 BO3MOMKHO HEPABCHCTBO &< 4.

= 2“ / lr:‘
: . 92
fle) =111+ —u) qg>2, 0 =+—)\.
7 S EE lgq
Momno y6equrbes, aro npeges lim  |f(gfz)| (rze p 1npoderaer T0/1bKO
p—> 0
IeJHe 3HAYeHUsd, a 2 IOGTOAHHO) paBeH OCCKOHEYHOCTH WKW HY.0
B 3aBHCHMOCTH OT TOro, 6yjeT JiH BHpameHHe
1
q22(1 —2) o -

{5

1O MOTY.10 G0dBIIe MM MeHblle €JHHHHGL T. K. 970 BBpAKCHHE, 0Ye-
BH/IHO, MeHbIe eJHHUIEI B HEKOTOPOil OKPecTHOCTH TOURH &= 1,
% 1
H 6oJbllle eTHHUIE B HEKOTOPOI OKPECTHOCTH TOYKH 3:?, TO HOJY-
: )
9AM JpIA 0 J0eTaTOYHO MATRIX:
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lim |freh)} =0, T |f(rei)| =,
e e ¥ —> 0
die a1 =0
11. Bosppammaemes k ofmmeMmy coaydaio. I[IpuMeHenHe MeToIa HOP-
MAJIBLHHX CGeMefCTB TO08BOJSCT YTBCPIKIATH, UTO HpAMHE = H =4
— mpavsie (J). OTCOMa, MeKRAY IIPOINM, BHTEKAeT, Tr0 lim |f(rei%)] =0,
y—> 0

im |f(ret)] = oo B yroae a>0>4.

¥ —> 00
My voequMes jadbire, uro B yrae a<{ < g cyniecrpyer Kpupad
o SR e
(I'y), Waylasg W3 Havyada B OECKOHEHYHOUTH, IIE€peceKas RasKIHIL KpyTr
| z}=r B oxnoil TouKe, MMeWOIAA VPaBHOHHE

T)  b=w) ( D <o )

ap ()< B

7 06JIaJAI01asg TeM CBOHCTBOM, 4TO

lim |f(2)] =0 B obaactH 0 <6< p(r)—¢
Ee— I
lim |f(¢)] =cc B ofmactHm P(r)— ¢ <L
2 —> O

(paBHOMEPHO).
Wysenno, B kadeerpe Epupoit (I') Momer OHTH BHOpaHa, Hamp.,
KDPHBag, olipe/lejfeMas PaBeHCTBOM

He) =1 (0< 6 4‘) )

JlokasaTe1bCTBO OCHOBHIBACTCS HA TOM, 9T0 K KPHBHIM, HOXY TAOIIHMEST
npu ppamennu (I'):

(1) h=p(r) + 4,

MOIYT GHTH HPHMEHEHH Te e PacCyEIeHMs, 910 M K HPAMBIM, BHXO-
JATIAM H3 Hadala.
SaMeTHM uTo lim  p(r)=¢, lim (@)=4F (lech ¢ H B HMEOT
r—>w e
HpesRANe 3HAYCHUA), Tak YTO Bedkasd lIpsaMad =" (=" < B) ilepece
KaeT KPHBYI) 1, 0ecKOHEUHOE YHMCJIO Pas, HAUP. B TOYKAX, A KOTOPHIX
=, . . = o,

ATo 06CTOATENHCTBO H03BOIAET YTIBEPEIATh, UTO BCAKAA IOXYLPH-
Mag 8= 0% (¢ < 6% <~ 3) apagercs npsaMoit (J). B cayom xexe, ceMeicTBO
fta(2) = f(twe)(n =1, 2...) HMeeT HPPEryIAPHYI0 TOURY 7 =", Kak BH-
TeKaeT M3 CBOITCTB KpuBOi L.

12. He amnreno wHrepeca, KakMX HauGOJBIIAX 3HAYEHMH MOKeT
JOCTHIATL APUYMeHT §, H B Kakoil 3aBHCHMOCTH OT 0PAIKa BO3pacTanHl
gyrkumE. Bor 4ro yjaercs yCTAHOBUTH B STOM HAlPABICHAM.

*) Ecau sra KpuBas COCTOHT H3 OTAETbHBIX perBeil, 3akaHINBAOMNXCS Ha 0CH = 0
MOMHO COGNHHNTH HX OTPE3KaMH OCH.
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Oyects nana Bospactawmas HYHKUHA o(r) (r>0); HoIYHHPHHIA
VCIA0BUI0

e mm )

lim Tgr

¥ -—>co

e

MosHO HOCTPOHTL UEAYI0 (PYHEIHO HY.LEBOrO POJ1a € I0JI0KHTE]b~
HHMH HYJISMH TaKyio, 9T0

s nr) < o(r)
JT
(2) g
2
Mobr mpupagny Hamel (OYHKIHH BHT
&2 2 \0p
f(z)-:n(l—~) ;
1 aj
TJle KPATHOCTH 6; OVIYT 110J00paHsl TaKHM 06PasoM, UTOGH YA0BICTEO-
PUTH VCIOBHIO (1), MMEHHO, ITOJIOAHM
0, =[w(a;)], Ok 41— [o(ar )] — [o(ax)] P S T

Lie, Kak Ipes/e, [#] 03HAYACT UEAVIO HACT u; TONHA, HPH ap < 7 < dpiq,
IO TUM :
W(r) = n(m) = 6,4 6+ . . .4 o = [w(t)] < o(ax) < o(7).
HT00H y0BIETBOPHTL Yyea0BHIO (2), IIPHJIETCA 3aCTaBUTh YHCIA O
BO3paCTaTh JOCTATOTHO OBICTPO, *
Moskno upencrasats lg |f(2)| B CIETTYIONeM BHE:
1 1

Ig [£5) :ﬁ(w) %“—f( . (%)-n(m)) ol i g sty
: '0 -O / /

1 — 2ucosh -+ u

C 0HOH CTOPOHBL HpH r=a;:

1
1 t!" 1
du t i it du
W) — — n o) — n(aag) — <
u u "
0 i Cp_1
llﬂ:
Ok —1
a5 1 qF 1 :
: du 1 du ; di a;
< ©‘uay) — -+ 1) — < o(u) — 4 ofa;_1) lg——.
u u u ke
0 lz;;_1 lﬁ)

O
C apyroit cropoHn ( mpu 0 <f < »_;):

¥
! (< \ n(uay) . L e du > -
\ : u) g ) 1 —2ueosh 4 u2

0




==

1

ay cosb — u ar ||
s e e e e = e ; {Ar\
,>(n (COSB ) B} ) Y 1 —2ucosh 4 u® = (” ( 0059) ;z(m,cosg)) ’ - 6>
= ; / 2sin
y 1
=06 lg e (loo(ar)] — [e2(ar—1)] lg -
2sin— 2310 —
CaenoBatespiio,
g1
: = du a; 1
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0 cOOTHOWIEHHAX MEMAY KOIM@WUHEHTAMH OPTOrOHanLHOro npe-
00pa3osaHna # napameTpami PonpHra,

H. Oruesenkuii.

B 210t saMerke o0Hapy#HBaeM HEKOTOpble CBOICTBA Bl PAsKeHUIT
AT KO3 HIHEHTOB  OPTOTOHAJIBHOT0 TPeoGpasoBanms IIPH  MOMOILH
OJTHOTO MPeIIOAKEeHH, SBAAOINCIoCH  caeIcTBrUeM TeopeMbl [ *); BHpa-
RAOIEH IYadHCTHYCCRUA 3aKkoH JIBHKRCHUS,

[pemroskenue 510 BBHTeKaeT W3 cJaeayouiei rteopevsr. Keawm 1pn
JIBUFKEHUH 2% — MCPHOI'O IIPOCTPACTBa CaMOr0 B cede HMeIOT MeCTo

Ui (Py, Py,

TO HMEIOT TaRke MeCTO:

& JJ“, Sj, SQ, A S”, P P y Dz o1 92, -« -, S,,):U (l)

oAl TOSEURERE S T R T L T oy Be =0z {3

rae Pi, S, pi, si 0603HAUAI0T UCTHHEC M HeYeTHBIC XaPaKTCPHCTHKH IBH-
WeHHUA, UPH M £ U S, NpHHAIeKAT IIOABUAHOMY, @ p; M 5 HElo-
JABHIHOMY HPOCTPAHCTRY, Ycpra HaX P; B p; YKasHBaeT, 4T0 HHIHKATPHCA
HEYECTHHIX XapakTCPHCTHEK Iepeulga M3 O0QHOTO RJlacca B JApyroi,
U(t=1, 2, ..., »})— QYHEIUIH, YCTAHABIMBAIONIHE B3AMMIO-0/[HO3HAU-
10e COOTBETCTBUE MCIKITY UeTHHMH H HeYeTHREMHM XapaKkTepHCTHRaAMH
JABHARCHHSA, TPUHA/LTCKATIHE ITOJIBHAHOMY U HCIIOIBHACHOMY 1IPOCT DAHCTRY.

Hs »roil TeopeMbl BHTCRAET CILCVIONLEE ITPETOHKeHIIC:

Teopema [. Bcam npu JIBUKEHUH % — MEPHOIO HPOCTPAHCTBA CaMOI0
B cefe MMEIT MecTo

Pe CB ik, vl 560 e B aav a5 S unais)
TO HMEIOT TaKKe MeCTo

Tl D, Pl By g ool

’

rjae P (e=1, 2, ..., #;) HeUeTHHE XaPAKTCPUCTUERH IBHMeHHsA, W —
BEKTOP, % — MEPHOI'0 IIPOCTPAHCTRA, S -- UeTHAA XapakTepUeTHKA JBH-
ROHH,

*) CM. molo crarei ,,00 0gHOM AyalHCTAYECKOM 32aKOHE H er0 OpHI0KeHRAX® B, Yue-
HbIX 3alHCKaX HayuHO-HCGAEA0BaTeabCKEX kajenp Yrpanaw* B. Il (mewaraerca) mnim
Mol c1aThio: ,,Uber ein schief-ymmetrisches Dualititsgesetz®, KOTOpas IOABHTCA B 51 TOME
..Rendiconti del Circolo matematico di Palermo*,
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Caedemeue 1. Ecam upu JIBHIKEHUIL 7 — MEPHOTO ITPOCTPAHCTBA CaMOro
B cefe HMEI0T MecTo:

U (Pll Dy v eey th 2‘1, x.z, s oay x’”)':(); . . » ® 0 . (5)

TO HUMCIOT TakrmRe MeCTO:
-{Jr‘ir (Ply Pz,

THe &y, &5 ... ¥y — JeKAPTOBH KOOPAMHATH TOURE # —-MEPHOTO HPO-
¢TPAHCETBA, OCTAMABHLIC OGOBHAYEHMS COXPAHADT TOT IKe OMBIGH, HTO
B TeopeMe.

IIpe/uioskeHIHe HTO  OCHOBAHO Ha TOM, 9I0 BEKTOP OLPeIe/IeTed
gh. TOCTAMKE Ty, Ly s + oyl

Cacdemeue 11, Bean upH JIBHSKEHHH % — MEPHOTO IIPOCTPaHCTRA Ca-
MOTO B cefe HMEI0T MecTo:

il e e Y e s

o

TO HEMEIT Takike MecTo:

ey ek e e R SR A7}

S

l]l(P‘l) Ey oy Pn, ')/1) -‘-,I'i;l):o: 2 LS e 4 '(8)

TG 1, 72, .-+ Ys— EBATEPHHOHH, %1, %2, .-+ s, KBATCPHHOHEL, CO-
OPSMEHHBE C 21, ..., fn.

Cacoemewe 11/, Feny npu JIBHGREHHH #-— MEPHOLO IIPOCTPAHCTEA
caxMoro B cebe HMEIOT MecTo:

[.’Ya(Pl; e et ])-n, ly, 11, l2y Z39 Z’O! ll1) llz) ll?’):O; e A8)
TO HUMEIT TaRKC MECTO.
L‘Ti (2;1, f)_g, sy P’m 19)_[1’_l29_]3) —lh —'l )—_U % (10)

Te ly, I',— cramgpHHe WaCTH, & li, Iz, I3 H 'y, l'y, I'3s— ROMIIOHCHTH
BERTOPHOH UYacTH JBYX KBaTePHHOHOB 77 1 o,

ITpejioskere BTO cJAeIyeT W3 TOr0, YTO CHAJNAPHEIC yaCcTH KBaTCp-
HIHOHOB MOHO paceMaTPUBATh Kak YeTHHEe XapakTepHCTHRH TIBHGRE-
HHA, & BeKTOPHbIE YaCTH, Kak BCKTOPHL

YeranopuM Teneph HEKOTOPHE COOTHONICHHSA MOMILY Kop(p(pHIHeH-

TaMH ()pF(JI‘OHagIBHOF(J lI])(‘OG]’)&SOBdHHd H IlapaMeTpaMy POleHF

Kak msBecTHO ¥) Touka Ai, IOBEPHYBLIALCA BOKPYD HEKOTOPOH ocn
OL, y10BIETBOPACT ¢ 0JIHOE CTOPOHKL VPABHEHWSM:

©

2= ozt on Y+ oan i
y =cpr+axy -+ 643%,( R
d=apz+any + axns; |

¢ JPyroit cTOPOHBI YPaBHEHUAM:

pal - ny — me! = px— ny +mz; |
— b pyl bl =nrfpy—la b | oo nw (12)
ma! — ly/ -+ pz' = —max + ly+pz; |

#) Cp. Moo samerry: ,00 onuoM cpoficrse Gopwyr Ditiepa-Poxpara‘.
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Plle &, ¥, © —KOOP/IMHATE HAYa ibHOI'O I10J0MKCHUS TORRR, 4 %5y, ol —

[ m =n = >
KOHCTHOIO 1roJroskennsa A 1,5 5 ;77 ’_[; — ROOPIHMHATHEL TOYKHA I‘, Jlesratei

. (24
Ha ocu OL, paccrodnme KOTOpou 0T HayaJja ROOpITHHAT paBHO ig;,

P «¢—yroi IoBopoTa TOYKH A, BOKPYT ocH; [, m, n, p— Ha3HBAIOT
Takse napamerpaMu Ponpura. [logcrapus BHpaReHUA g /) y', 2! us
(1) B (2), naiinewm, HPHPABHAB  COOTBETCTBYIONTIE KOBDNHITHEHTL npu
T, Y, 3 CICAYIOUIHEe BHPAKeHNH

1)((!11 = &3 — Ny,
Pz = maz; — n(ap +1);
pesz = m(as3 4+ 1) — nay;;
pax = n(ay 1) — lay; :

pleaz —1) %7zcz12— las; i szl )
pags = neqs — l{ass + 1);
pasy = lay — m(e 4 1);
Paz == (o 4 1) — meyy;

Pltss— 1) = los —imey s

T. ¥ nmopanor ykasatemed ¢ u k Gix — KOCHHYCOB YTJIOB MEHLY
HOABHAHBIMU M HEIIOJBHKRHLIMU  OCAMH 3aBHCHT OT AHARKATPHCH 1IPO-
CTPAHCTBA, II03TOMY @ — HeUeTHHC XapaKTePHCTHKH IBIKCHAS W Ha
OCHOBaHHH CleIcTBHA 1 W3 JeBaTH hopMya (13) moayyaey:

plegs — 1) = noyg — miess;
Doy = n(ag -+ 1) — nictys;
P&s31 = nhazp — m(azz - 1);
Pz = lays — n(ay 4 1);

Plaz — 1) = laz — neyy; R aeriofld)
pazp = l(ass + 1) — nay;
poiz=m(ay 1) — lay,;
P @23 == meyy — l(ag + 1);

Dl — 1) == matsg oelitan:

OGHapy:KMM Teneph eBoiicTBO BHIPAKCHUIT LIS KOCHHYCOB yIUIOR
MEKAY HOIBUAHBIMA M HETIO/BURHEIMH OCAMHI KOOPIMHAT qeTh pexMep-
HOT'O IIPOCTPAHCTBA.

Y PpaBHeHHA 0PTOrOHAIBHOTO IIPE0OPA3OBAHUA B 9TOM C/Lydyae MMEKT
BRI
best, 2.8, o i)

Bl —— ArgZy + Cp1 + K272 + Ap3T 3 ;

1IIpu deM
%a%—i=1; Ytk =0; k4 hay fe=1 on o =
Bpera KBATCPHUOHEI

n=ly+ i lh++ilhb4isl; i
'/',=l’0+1.‘1 Il1+i2l’2+7:3l’3; TS

e

Yyr&‘
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MOIYJAE KOTOPHIX PaBeH eIHHHUIe H ROTOPLIC yﬂdBJIeTBOpHIOT YCIA0BUAM
e ) = aor + et +amiz +amts; 0 k=0,1,2 3;. . .(18)

MOMHO 1IOKa3aTh *), 4T0 RO®(POUIECHTH TpeodpasoBaHud (15) VI0BJIE--
TBOPSIIOT VPABHECHHAM

gy = lol'y + LU 4 Ll's 4 LUy, (19)
ay, = L, — LI, —}~ L, — Lly;  (20)
o= Llly—Lll, + 1, — Ll (21)
g, =Ll — LUy 4 LU, — Ly (22)
mOI—/O/1—/1{0—}—/",3/"3—f-z[’g; (23)
= Ll Ll — LU, — Ll (24)
tyy = Ul -+ LU =10 + G (25)
oy ==Ll — 10/’3 - /3/',»,, (26)
g =1l — Ll + 11 —/3/'[: (27)
s = 1 _—»//’ -—/Z’ (28)
s == 1ol U—[» LU, — 5l — / /’ ;123
g == bty - Lty 1, - Lly; (80)
tog == lofly — Lyllg 1+ Ll'y — [} 1'y; (31)
ayy =Nl LI' 4 Ll Ll (32)

L R
gy =l LI, — 1l — D' (34)

Tar rar /, u 'y — crajxdpHele 4dacrtw, a b, L, L u '}, U,, U3 RoMIo-
HEHTH BeKTOPHOI YacTH KBATCPHHOHOB 7 W %/, TO HA OCHOBAHWUM CJeJ--
erpuga 111 m3 (20) enenyer:

8 =00 ) — ) =)l =) (-0
T. €. COOTHOMICHHE (23):

o lall, =Tl il = Bl

TouHo Tar:ke Ha ocHOBaHmM caencTsua 111 M3 coorHomienuit (21),
{22), (25), (26), (27), (30) COOTBETCTBEHHO BHITEKAOT COOTHOINEHUA: (27)
(31), (28), (32), (33).

Moscno rTarske 1okasarh, YTO [paBAdo HpeodpasoBaHHA HHICKCOB
ynorpetagenoe (. Calller**) mpu mecae0BaHUH OPTONOHAJBHOTO Ipe-
00pas’oBaHUS UCTHPEXMEPHO0 MPOCTPAHCTBA IIpe]eTaBiIser ¢o6010 BO
BCEeX PACCMATPUBACMBIX MM CJAYydYasgX TeopeMy, BHTEKAOIIVIO H3 YKa-
3aHHOT0 B Havaje 3TOH CTAThbH NpeLTIoAKCHHU.

26-VI-27

*) Cum. C. Cailler. Introduction géométrique a la mécanique rationnelle, Paris,
1924, p. 402.
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